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RESUMEN

Existencia y unicidad de la solucién débil de un problema de contacto del tipo
p(z)-Kirchhoff
Willy David, Barahona Martinez

Junio - 2024
Asesor : Dr. Her6n Juan Morales Marchena.
Grado obtenido : Doctor en Matemaética.

Estudiamos un problema de contacto por friccién del tipo p(z) - Kirchhoff. Median-
te una técnica de multiplicador abstracto de Lagrange y el teorema del punto fijo de
Schauder (TPF Schauder) establecemos la existencia de soluciones débiles. En este tra-
bajo de tesis consideramos € C R? un dominio acotado con frontera I' = T'; UT, U '3
suficientemente regular tal que med(I';) > 0, i = 1,2,3; v es el vector normal exterior
donde % = Vu.v, M una funciéon localmente Lipschitz continua y las funciones fi, fo

y g definidas convenientemente para objeto del estudio, asi como el funcional
1 p()
L(u) = [ —|Vu[""dx
 p(z)
—M (L(w) Apyu = fi(z,u), en .

u =20, sobrel}.

(I) M (L(u)) |Vu}p(z)2% = fo(x), sobre I's.
M (L(u)) |Vu}p(x)_2% < g(x), sobreI's.
M (L(u))|V }p(:ﬂ)—Q% = —g(z) |Zgg\’ siu # 0 sobre I's.

para 2 < p(z) < +o00.
Palabras clave:
Problema de contacto por friccién, solucién débil, problema p(x) - Kirchhoff, teorema

del punto fijo de Schauder, multiplicador abstracto de Lagrange.
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ABSTRACT

Existence and uniqueness of the weak solution of a contact problem of the type
p(z)-Kirchhoff
Willy David, Barahona Martinez

June - 2024
Adviser : Dr. Her6n Juan Morales Marchena.
Obtained : Doctor in Mathematics.

We consider a class of frictional contact problem of the type p(x) - Kirchhoff. Using
an abstract Lagrangian multiplier technique and Schauder’s fixed point theorem we
establish the existence of weak solutions. In this thesis work we consider ) C R?
a bounded domain with boundary I' = I'y U I'y U I's sufficiently regular such that
med(T;) > 0, i =1,2,3; v is the exterior normal vector where % = Vu.v, M alocally
continuous Lipschitz function and the functions f;, fo and g conveniently defined for

the purpose of the study, as well as the functional
1 x
L(u) = / —!Vu|p( \da
o p(z)
—M (L(u)) Apyu = fi(z,u), in Q.

u=0, onl}y.

(I) M (L(u)) }vu\p(”“% — fo(z), onTy
M (L(u)) }Vu‘p(x)_Q% <g(x), onTj
M (L(u)|V ‘p(m)_2% = —g(z) ﬁgi‘, siu # 0 on I's.

for 2 < p(x) < +o0.
Keywords:
Friction contact problem, weak solution, p(z) problem - Kirchhoff, Schauder fixed point

theorem, abstract Lagrange multiplier.
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Problema de Investigacion

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION DEBIL DE UN
PROBLEMA DE CONTACTO DEL TIPO p(z)-KIRCHHOFF

1.1. Planteamiento y fundamentacién del problema
de investigacion

Indudablemente, los desafios asociados al contacto son de gran relevancia en dis-
tintos campos como la industria, la ingenieria mecanica y civil. La mayoria de los
movimientos implican algtin tipo de contacto y friccion. Por ejemplo, el simple acto de
caminar serfa casi imposible sin el contacto y la friccién entre el calzado (o el pie) y
el suelo. En ingenieria civil, el contacto se observa en situaciones como la interaccion
entre el suelo y las cimentaciones, en las uniones de barras mediante pernos o tornillos,
y en estructuras mixtas que requieren modelar la interaccién entre diferentes mate-
riales. También tiene relevancia en biomecanica, especialmente en protesis humanas e

implantes dentales.

Dada la naturaleza no lineal del contacto mecéanico, hoy en dia se pueden emplear
herramientas computacionales, como los software basados en el Método de los Elemen-
tos Finitos, para simular problemas estructurales que involucran contacto mecéanico
con una precisiéon suficiente para propédsitos de diseno ingenieril. Esto es especialmente

util dado que resolver problemas de contacto puede ser bastante complejo.

El modelo de contacto por friccion que consideramos implica materiales eldsticos
y puede ser estudiado utilizando técnicas matematicas como los multiplicadores de
Lagrange. La deformacién que experimenta un cuerpo elastico al chocar con otro es
generada por este tipo de contacto por friccion, que puede observarse en diversas esca-

las, desde macroscépicas hasta nanoscépicas.



Por ejemplo, el fenémeno de contacto por friccion puede observarse en situaciones
como el rebote de una pelotita de jebe contra una superficie rugosa, los neumaticos de
un automovil en una carretera asfaltada, o el rodillo de una maquina aplanadora sobre
el pavimento. Ademads, se estudia en sistemas triboldgicos y se utilizan dispositivos

avanzados como microscopios de fuerza atémica en ingenierfa.

Resolver PVF que modelan la interaccion entre un cuerpo deformable y un obstacu-
lo, utilizando multiplicadores de Lagrange, es un desafio técnico significativo, especial-

mente en problemas de contacto del tipo p(x) —Kirchhoff y asociados al p(x)—Laplaciano.



1.2. Antecedentes de la investigacién

Tenemos, el siguiente modelo matematico

—M (L(w)) Apyu + fo(z) =0, en €.

u =0, sobrel}.

(I M (L(u)) ‘Vu‘p(z)_Q% = fo(z), sobre I's.
p(a)-20
M (L(u))|Vu| (=) 28_3 < g(x)
M (L(u)) ‘Vu‘p(x)2% = —g(x) ﬁjgi%‘, siu # 0 sobre I's.

el cual es un problema de valor de frontera no lineal para una ecuacién diferencial
parcial no lineal, que modela la deformacién por cizallamiento antiplano de un cuerpo
elastico no lineal en contacto por friccion con una base rigida. Este modelo ya fue
estudiado en [1] mediante una técnica de multiplicadores de Lagrange. En el articulo
[2] que se centra en el control 6ptimo de limites, el problema (1) se resolvié mediante
una técnica de minimizacion; ahi, la soluciéon débil fue el minimizador de la siguiente

funcional, I°(v) : X — R definido como

10<u>=}) / V()P + / g(2)yw(a))dT — / fwpta)ar = [ oy

En [3] se estudi6 el problema (I’) mediante una técnica de multiplicadores de La-
grange; pero sélo demostraron la existencia de una solucién débil. A diferencia de este,
en [1] se considerd un marco funcional que permitié obtener la existencia de la solucién

débil, la singularidad y la estabilidad de dicha solucién débil.

Nuestro trabajo tiene como base fundamental el articulo [1] de M. Chivu y A. Matei,
seguiremos las ideas dadas alli y considerando el operador del tipo Kirchhoff propuesto,

buscamos la generalizacién a los espacios de Sobolev o espacios generalizados.



1.3. Formulacién del problema de investigacion

En la mecénica de contacto(contacto por friccién de materiales linealmente eldsticos

y viscoeldsticos) existen modelos asociados a ella, uno de estos modelos, estd dado por

el PVF:

—M (L(w) Apyu = fi(z,u), en Q.

u =0, sobrel}.

—20u

(1) M(L(u)) |Vu}p(x) E fo(z), sobre I's.
M (L) |V < g(x), sobre T
—20u u(x)

M (L(u)) |Vu}p(z) siu # 0 sobre I's.

- = — €T —,
o = IO
con 2 < p(z) < +oo,donde 2 C R? es un dominio acotado con frontera I' suficiente-
mente regular, particionado en tres partes I';, 'y, I's talque med(I;) > 0,i=1,2,3; v

es el vector normal exterior ‘g—:f = Vu.v y M Lipschitz continua.

Formulamos la siguiente interrogante, jexiste una tinica solucién débil del problema

(I) dada por la funcién u : Q — R?

No trabajamos en la parte numérica y ni la obtencién de un software para resolver
el problema (7). Asi mismo, dado que el operador p(x)— Laplaciano es no homogéneo,
tendriamos algunas dificultades por lo que consideraremos utilizar la técnica variacional

mixta y otros.

1.4. Delimitacion del estudio

Teniendo en consideracién que el problema (I) es del tipo p(xz)— Kirchhoff, el uni-

verso donde estan ubicadas las soluciones débiles, es el espacio de Banach
X = {u e Wir@ Q) u|p}

donde 2 < p(z) < 4o00. En este trabajo de tesis, solo se estudiard la existencia y

unicidad de la solucién débil del sistema (7) en un subespacio X del espacio generalizado

4



WP)(Q), con un dominio acotado 2 C R?, con frontera I' suficientemente regular,

particionado en tres partes I';, 'y, y I's, con med(I';) > 0, para cada i = 1,2, 3.

1.5. Justificacion e importancia de la investigacién

Los espacios de Sobolev generalizados, especialmente aquellos relacionados con pro-
blemas elipticos que involucran al operador p(z)-Laplaciano en dominios acotados de
RY su andlisis es de gran relevancia, ya que proporciona la estructura necesaria para

abordar problemas elipticos de manera efectiva.

El objetivo de este trabajo es destacar un modelo matemético interesante que surge
en la mecanica de contactos; este modelo posee la ventaja de ser relativamente simple
desde el punto de vista matematico, sin perder su relevancia fisica esencial. Las de-
formaciones por cizallamiento antiplano representan una de las clases mas simples de
deformaciones que pueden experimentar los cuerpos solidos, en particular los cuerpos

elasticos.

1.6. Formulacion de los objetivos

1.6.1. Objetivo general
Demostrar que la solucién débil del PVF

—M (L(w) Apyu = fi(z,u), en .

u =0, sobrel}.

(1) M (L(u)) |Vu}p($)_2% = fo(x), sobre I's.
M (L(u)) |Vu}p(x)2% < g(x), sobre I's.
M (L(u)) |Vu}p(z)2% = —g(x) ‘ZEQ‘, siu # 0 sobre I's.

existe y es tnica, para 2 < p(x) < +o0o,donde € es un dominio acotado de R?, con

frontera I' = T'; U T’y U I's suficientemente regular, tal que med(I';) > 0,7 =1,2,3; v



u

es el vector normal exterior 3 = Vu.v y M es una funcién no decreciente, localmente

Lipschitz continua.

1.6.2. Objetivos especificos

1)

2)

Probar la existencia de la solucién débil. Mediante la formulacién débil, mostra-
remos que, resolver el problema (I) es equivalente a hallar (u,A\) € X x A tal

que
(Au,v) g1 x + b0, A) = (Fu), v)xx, Yo EX

blu,p— ) <0, VueA.
donde:

(z)—2
(A, v) 3o = M(L(u))/ ‘Vu‘p VuVude, Vu,v e X.
Q

<F(u),v>X/Xx:/Qfl(x,u)vd:p—k A fo(z)yvdl',  Vu,v € X.

Demostrar que (u, A) € X x A es solucién tnica del problema equivalente y asi

probar la unicidad de la solucién del problema (I).



Marco Teodrico

2.1. Marco Teoérico

Desde que X.L. Fan, D. Zhao [10], y O. Kovacik, J. Rakosnik [18] presentaron los
primeros estudios sobre los espacios generalizados de Sobolev, estos han adquirido una
gran importancia. Por otra parte, los problemas de contacto que implican el operador
p—Laplaciano abarcan una amplia variedad de situaciones fisicas en ingenieria y cien-
cias. Los trabajos desarrollados en [1], [7], [3], entre otros, nos motivaron a abordar el
problema que estamos planteando; los problemas elipticos del tipo p(x)—Kirchhoff han
generado un interés particular, especialmente aquellos presentados en [11], [12], y [15].
El problema planteado en [1] fue abordado especificamente con técnicas variacionales

mixtas.

El fundamento fisico de este estudio proviene de la mecanica de contactos, la cual es
util para disenar sistemas técnicos de seguridad y ahorro de energia. En este trabajo,
emplearemos el método variacional mixto, multiplicadores de Lagrange, Teorema de
Sobolev-Slobodeckij, Teoremas de Inmersién y Compacidad, y el método de Galerkin.
Nos situamos en el marco del estudio cualitativo de las Ecuaciones Integro-diferenciales

parciales elipticas de tipo p(x)—Kirchhoff.

Abordaremos los espacios generalizados de Lebesgue y Sobolev relacionados con
problemas elipticos que involucran al operador p(x)—Laplaciano sobre dominios aco-
tados en RY. Estudiar estos espacios es importante porque proporcionan la estructura
necesaria para resolver problemas elipticos con ciertas condiciones de crecimiento. Las
demostraciones pueden encontrarse en los trabajos de Fan [10], Guimaraes [23], y otros

autores.



2.2. Marco Conceptual

Introduccion

En este trabajo, demostraremos la existencia y unicidad de la solucion débil del si-

guiente problema:

—M (L(u)) Apyu = fi(z,u), en .

u =0, sobrelY}.

(1) M (L(u)) |Vu}p(z)2% = fo(x), sobre I's.
M (L(u)) |Vu}p($)_2% < g(x), sobreI's.
M (L(u)) |Vu}p($)_2% = —g(z) |ZE3|, siu # 0 sobre I's.

donde 2 < p(z) < +oo, donde Q C R? es un dominio acotado con frontera I' sufi-

cientemente suave, particionado en tres partes 'y, I's, I's talque med(T';) > 0,7 = 1,2,3;

ou _

v es el vector normal exterior ED

Vu.vy M es una funcion no decreciente, localmente

Lipschitz continua.

Vamos a examinar una categoria de problemas relacionados con el contacto por
friccion utilizando la técnica especial de multiplicadores de Lagrange. El modelo ma-
tematico se basa en un problema de valor en la frontera que es gobernado por el
operador p(x)—Laplaciano. En principio, vamos a presentar una formulacién variacio-
nal mixta; posteriormente, discutiremos la existencia de una soluciéon unica para el
problema variacional mixto en un marco funcional abstracto, con una revision rapida
sobre la estabilidad de la solucién. Después, aplicaremos los resultados abstractos para
analizar la solubilidad débil y tnica del problema de valor limite que estamos conside-

rando, y finalmente discutiremos la estabilidad de la solucion débil.

Estudiaremos los espacios generalizados de Lebesgue y Sobolev, relacionados con

problemas elipticos que involucran al operador p(z)—Laplaciano en un dominio acotado



de RY definido por
Apyu = div <]Vu]p(x)’2Vu>

El operador p(z)—Laplaciano aparece en algunos problemas fisicos, como por ejemplo,
en la teoria de la elasticidad y la mecédnica de fluidos, especificamente en los fluidos
de tipo electrorreolégico. Ademads, el operador p(z)—Laplaciano tiene una propiedad
interesante: no es homogéneo cuando la funciéon p no es constante. Como resultado de
esto, enfrentamos algunas dificultades, como por ejemplo, no podemos utilizar el Teo-
rema de los multiplicadores de Lagrange en la mayoria de los problemas que involucran

este operador.

Los dos primeros capitulos de este trabajo estaran dedicados al estudio de los espa-
cios generalizados de Lebesgue y Sobolev, ademaés de considerar las propiedades basicas
del operador de Nemytskii. También presentaremos resultados de inmersién, incluyendo
un teorema de tipo Sobolev y la desigualdad de Poincaré. En los capitulos siguientes,

nos enfocaremos en el estudio del problema principal, formulado como el problema 1.



El Espacio LP%)(Q)

Los espacios LP(®)((2), constituyen la extensién de los espacios cldsicos de Lebesgue

al sustituir el exponente constante p por una funcién continua p = p(z).

Estos espacios resultantes comparten muchas propiedades con los espacios LP(£2),
donde p es un numero real positivo, pero difieren en varios aspectos. Aunque fueron
presentados en 1931 por W. Orlicz. En 1950 se volvié a estudiar estoespacios, gracias

a H. Nakano.

Diez anos después, los espacios de Lebesgue con exponente variable fueron introdu-
cidos en la literatura rusa por I.V. Tsenov, y en 1979 I.I. Sharapudinov estudié aspectos
topolodgicos de estos espacios en intervalos de la recta real. En 1991, O. Kovacik y J.
Rakosnik publicaron el trabajo [18], considerado como el inicio del estudio de los espa-

cios generalizados de Lebesgue.

Los trabajos de V.V. Zhikov sobre problemas variacionales con exponente varia-
ble, en la década de los noventa se desarrollé una intensa actividad en este tema, asi
como en ecuaciones diferenciales con exponente variable. Las investigaciones recientes
en estos temas han sido impulsadas por aplicaciones en varios problemas relacionados
con objetos con crecimiento local no estandar, en los cuales aparecen condiciones de

crecimiento de orden variable.

Las propiedades interesantes de los flujos ER pueden ser explotadas en aplicacio-

nes tecnolégicas, como en la industria automotriz para sistemas de embrague, frenos
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y amortiguadores, o en articulaciones de brazos y manos robéticos. Ademas, la técni-
ca ER puede utilizarse para fabricar materiales funcionales avanzados, como cristales
fotomnicos, tintas inteligentes y polimeros compuestos heterogéneos. Dado que estos flui-
dos tienen propiedades no homogéneas, los espacios clasicos de Lebesgue y Sobolev no
son adecuados para describirlos, ya que el exponente p en estas aplicaciones necesita

variar de un punto a otro.

2.3. El espacio L")((Q)

Estudiamos el espacio de Lebesgue con exponente variable p(x) el cual se define de

la siguiente manera

LPO(Q) = {u €M) : / lu(z)|P@dx < oo}

donde © C RY es un conjunto medible y p € L>(), con p > 1, M(Q) es el conjunto

de todas las funciones reales medibles definidas sobre 2.

Este espacio juega un papel clave en el estudio de problemas elipticos variacionales

con determinadas condiciones de crecimiento.

2.3.1. Definiciones y resultados basicos
Sea 2 C RY un conjunto medible. Consideramos el conjunto
C.(Q) = {p c C(Q) :p(z) >1,Vx € ﬁ}
Para p € C(Q) y u € LP@®(Q) respectivamente, definimos la funcién modular
p: LPP(Q) — R
) = [ Ju()P e
Ademas,

p~ =minp(z),  p*=méixp(z),  paracada pe Cy(Q)

zEeQ) €S
Por su importancia, a continuacién mencionaremos y en algunos casos daremos
los bosquejos de las demostraciones de los resultados mas importantes que involucran

dicha funcién, y que seran tutiles a nuestro trabajo.
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Proposicién 1. Dadas las funciones u,v € LP@)(Q), tenemos las siguientes propieda-

des:
(a) p(uy=0 < u=0;
(b) p es simétrica. i,e) p(—u) = p(u);

(c) p es una funcion convexa.

ie)p(tu+ (1 —t)v) < tp(u) + (1 —t)p(v), para todo t € [0, 1].
(d) plu+v) <27 (plu) + p(v))
(e) Se cumplen los siguientes casos:
(i) Si A > 1, entonces
p(u) < Ap(u) < N p(u) < p(hu) < N p(u),
(ii) 510 < A < 1, tenemos

N p(u) < p(Au) < X p(u) < Ap(u) < p(u).

(f) Para cada u € LP@(Q)\{0}, p(A\u) es una funcion creciente, continua y conveza

para X > 0.

Demostracion.

Ver [23|pag.12.

Proposicién 2. El espacio generalizado LP®)(Q) es un espacio vectorial.

Demostracion.

Ver [23]pag. 11.

Proposicién 3. Sea u € LP@ (), entonces

lulloy = inf {2 > 0:p(5) <1}

es una norma en LP@(Q).
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Demostracion.

Sean u,v € LP®(Q) y a € R. Debemos mostrar que
(1) lullpew) =0
(i) [[ullpe) =0 u=0,
(iii) [laullp@) = lall[ullpe),
(iv) [lu+vllp@) < [lullp@ + [Vl
En efecto,
(i) Es inmediato.

(ii) Siwu =0, entonces ||u||p@) = 0.
Si ||u|lpz) = 0 con u # 0, entonces, existe (A,) C (0,1) tal que

An%pr(%)gl,VnEN

n

luego,

1zp(5) - [ (Ai)” uoP@ds > (1) [ futo)ras

Siendo p(u) > 0, tendriamos

u
p <)\—) — 400, cuando n — 00,

una contradiccion. Por lo tanto, u = 0.

(iii) Si a =0, el resultado es inmediato.

Si o #£ 0, tenemos
o] ey = inf {)\ >0:p (%) < 1}
- fnf{|a])\ >0:p (g) < 1}
- |Oz\inf{)\>0:p<%> < 1}
= |ov| [[ullp(a)-
(iv) Definamos el conjunto
C={ueL’Q):plu) <1}

13



Observamos que I, = {A > 0: A"'u € C}. Siendo LP(®)(Q) un espacio vectorial
y p una funcién convexa, tenemos que C' es convexo. Denotando |[ullym) = a y

|v]|p(z) = b, tenemos

u v
——,—— € (), para todo € > 0,
a+e b+e

puesa+ecl, yb+ecl,.

Siendo C' convexo, tenemos

t 1—1¢
4 —I—( )UEC, para t € [0, 1].
a+e b+e¢
En particular, para
B a—+e€
a-+b+2¢

tenemos que
tu (1—t)w u+v
+ —
a-+e b+e a+b+2e

luego,
U+ v
— e,
a-+ b+ 2e

asi concluimos que

a+b+2€l,.,

entonces,
lu+ Vllpy < [lullp@) + 1]l + 2€, para todo e > 0.

Por lo tanto,

[v 4+ 0llp) < [[llpe) + [[0llpe),

esto, concluye la demostracion. ll

Proposicién 4. “Si la funcion p(z) = p es constante, entonces

|- Hp(z) =y,
donde || .||, es la norma usual del espacio LP(2), 1<p < o0.”

Demostracion.

Ver [23]pag.15.
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Proposicién 5. Sea u € LP@(Q)\{0}, entonces

||| pz) = @ si, y solo si, p<g> =1
a

Demostracion.

Ver [23]pag.15.

Proposicién 6. Sea u € LP®)(Q), entonces tenemos :

(1) Si fullyy <1 (= 1> 1) = plu) <1 (= 1;> 1);
) - +

(2) Sillullpe) > L = llullyn) < pw) < lullfy);

. + -
(8) Sillullyw) <1, = Nlulll,y < plu) < [Julf? -

Demostracion.

(1) Sea u € LP™)(Q). Si u = 0 es inmediato.

Supongamos u # 0.
De la proposicion 5, se tiene que:
St Jullyo) = 1 plu) = 1.
Si [[ullp@) = @ < 1, entonces 1 < %. Siendo p(Au) creciente para A € [0,00),
tenemos

u

plu) < p (—) <1

a
Si p(u) < 1, entonces 1 € I,,.
Luego, por la proposicién 5, concluimos que ||u[/pm) < 1.

La prueba de la otra equivalencia es similar.

(2) Sea ||u|lp@) = a > 1. Entonces,

h(2)-

Siendo % < 1, por el item (e) de la proposicién 1 tenemos

ool <o (%) = 1< 2plw)

luego,

lullp ey < o) < llullyl,
(3) Seguir la misma idea dada en (2).H
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Proposicién 7. Sea (u,),eny C LP®(Q). Siu € LP@(Q), entonces las afirmaciones

(1) lm |luy|[p@) =0 <= lim p(u,) = 0; o equivalentemente
v—+00 v—+00

lim |lu, — ul|p@) =0 < lim p(u, —u) =0.

v—+00 v——4o0

(2) Mim flu o) = +00 <= lim p(u,) = +oo,

v—+00

son equivalentes
Demostracion.

(1) = (2) Si lim [lu, — ul|,,, = 0, entonces dado 0 < e < 1 existe n, € N tal que
n—oo
n > n, implica

[t — ull iy <€<1

pz
luego,

p(un —u) < lup —ull),y <€ <e
Por lo tanto,

lim p (u, —u) =0

n—oo

(2) = (1) Si limp(u, —u) = 0, entonces dado 0 < € < 1 existe n, € N tal que
n—oo
n > n, implica

plu, —u) < et <e<1

luego, por la proposicion 6, tenemos
it = ull ) < 1
siempre que n > n,. Nuevamente por la proposicién 6, tenemos
|, — u||§a) < p(u, —u) < €, para todo n > ny.

Por lo tanto,

T ffu, =l ) = 0.0
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2.3.2. Propiedades del espacio L") ()

Mencionaremos y realizaremos el bosquejo de la demostracién de sus principales

propiedades.
Teorema 1. “El espacio generalizado LP®)(Q) es un espacio de Banach”

Demostracion.
Dada (u,) C LP®)(Q) una sucesiéon de Cauchy. Si demostramos que (u,) posee una
subsucesion convergente, habremos demostrado el teorema.

Afirmacién: Existe una subsucesién (uy) de (u,) tal que

1

En efecto, dado € = % existe n; € N tal que m,n > n; entonces

1

[t — Un”p(a:) < 9

Para e = 2% existe ny > nq tal que m,n > ny entonces
[t — Uan(ac) < 22

en particular,

1
HuTlQ - uanp(x) < ?

dado € = 2% existe ng > no tal que m,n > nz implica
[t — u”Hp(m) < 92

en particular,

1
||un3 - u”QHp(x) < ?

y asi sucesivamente. Denotando (uy,,) = (ux), luego buscamos demostrar que (uy) es

convergente, para esto definimos la sucesion no decreciente
n
vn(2) = Z [up1(2) — ug(2)], 2 € Q
k=1
entonces, (v,) es una sucesién de C LP@(Q) y, por (2.1) tenemos

[onll,p) < 1.¥n €N
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luego, por la proposicién 6
/ v ()P dz < 1,Vn € N. (2.2)
Q
Usando (2.2) y el Teorema de la Convergencia Monétona, Jv € LP®)(Q) :

lim v, (z) = v(x), c.t.p. en Q. (2.3)

n—o0

Para z € Q y m,n > 2, tenemos

[t () = Un (@) < [t (@) = U1 (2)] + [Un—1(2) = U—a(z)] + -+ o

+ |un g1 (2) — un(2)] < v(2) — v (2)

Por (2.3) y (2.4) seguimos que, para = € 2, la sucesién {ug(x)} C R es de Cauchy,

que a su vez es convergente, es decir

lim ug(z) = u(z), c.t.p. en Q (2.5)

k—o0
luego, de (2.4) y (2.5) resulta que para k > 2

lug(x) — u(x)| <wv(z), y c.t.p. en Q. (2.6)
Como v € LP@)(Q), entonces por (2.6) se tiene
u e LP@(Q)

luego, por (2.5) y (2.6),

lu(z) — u@)P — 0y Jup(z) — u(@) @ < v(@)P®, c.t.p. en Q

entonces por el Teorema de la Convergencia Dominada

k—o0

lim / () — uf) @ =0,
Q
es decir,

lim p(up —u) =0

k—o0

Por lo tanto, por la proposicién 7,
nh_g}o [y, — qu(x) =0

con lo cual terminamos la demostracién.ll
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Corolario 1. Si (u,),en es una sucesion de LP®(Q) tal que u, — u, entonces, existe
una subsucesion (u,,) tal que:

(a) VETOOUV}C(I) = u(x), c.t.p. en .

(b) |u,, (2)] < h(z), para k > 1, c.t.p. en 2, con h € LP@(Q).

Demostracion.

(a) Como la sucesién (u,) es de Cauchy, existe una subsucesion (u,, ) verificando (2.1).

Procediendo como en la demonstracién del Teorema 1 y de (2.5) concluimos que
]}erolo Uy, (r) = g(x), c.t.p. en )
Ademas de eso, por (2.6):
|uy, () — g(x)] < v(zx), para todo k > 1, c.t.p. en {2 (2.7)
como v € LP@(Q), por el Teorema de la Convergencia Dominada g € LP®)(Q) y
Uy, — g en LP@(Q).
Luego, u(z) = g(x), c.t.p. en Q, y por (2.7), obtenemos (a).
(b) Tomando h = g + v y aplicando nuevamente (2.7) llegamos a lo deseado.l

Proposicién 8. Sea p~ > 1 y dado q € LE(Q2) tal que
1 1

p@) " qlx)

Siu € LP@(Q), v € LI®)(Q), entonces se cumple una desigualdad del tipo Hélder.

‘ /Q w(@)o(z)da

=1, para todox € ().

1 1
< (— + —)|ullp |V g(2) -
(p_ q_)H Hp( )H ||q( )

Demostracion.

Ver [7]pag. 20.
Teorema 2. Para p~ > 1 tenemos que LP®)(Q) es un espacio Reflezivo.

Demostracion.
Ver [12]pag.19.

Definamos los siguientes conjuntos
Q_={zxeQ:1<plz)<2} y Qo ={xeQ:px)>2}
Observamos que LP(®)(Q) = LP® (Q,) @ LP@ (Q_). Demostrando que:
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(i) LP@ (€2,) es reflexivo
(ii) LP@ (Q_) es reflexivo

luego, concluiremos que LP®)(Q) es reflexivo, pues la suma directa de dos espacios de

Banach reflexivos es un espacio reflexivo. En efecto:

(i) Afirmacién: LP® (Q,) es uniformemente convexo. En efecto, sea ¢ > 0 y sean

u,v € LP@ (€) tales que
[ullreron) < 1 0oy <1y [lu— vl poe,) > € (2.8)

Desde que p(x) > 2 en )y, entonces por la primera desigualdad de Clarkson,
tenemos

p(z)
<

w+ v |P@

2

u—v

2

(‘u|p(w) + |v|p(f”)) , para x € Q+ (2-9)

N | —

aplicando integrales sobre {2, en ambos miembros de (2.9) y usando (2.8), obte-
nemos

p(z)
/ dr + /
Q4 Q4

de esta desigualdad se sigue que

p(z)
/ dr + /
Q4 Q4

Por la proposicién 6 y las desigualdades (2.9) - (2.10) tenemos

u+v
2

u—v

dr < / —|u|p(”3)dx+/ ~|oP®dx < 1.
Q, 2 Q, 2

p(z)

Uty dr < 1 (2.10)

2

uUu—v

2

p+ P+

u—+v
2

uU—v
2

< 1. (2.11)
Lr(®) ()

Lp) (Q4)
Por otro lado, si [|u — v|| s, ) > €, por (2.11) tenemos que

u+v
2

<1-09,
Lr(®)(Qy)

donde

e\Pt P71+
5=1- {1—(—) } >0
2
luego, LP®) (€2,) es uniformemente convexo y, por el Teorema de Milman-Pettis

es reflexivo.
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(ii) Sea g € L(Q) tal que

1 1
L —1VzeQ
p(x)  q(x)

Definamos el operador lineal

T: P (Q.) — (L1 (Q))

Por la desigualdad de Hélder (ver Proposicion 8), tenemos
[(T'(w), 0)| < Cllull Lo @y [[0]] Lo
donde C' = (p% + q%), luego,
||T(U)||Lq<fc>(sz,)* < CHUHLP(Z)(Q,) (2.12)

por lo tanto, T es continuo.

Sea ||ul| Lo (_y = a y considere la funcién

p(z)—1
vo(x) = uz) sgn(x), =€
a
donde sgn es la funcion signo, o sea,
1, sit>0
sen(t) =9 0, sit=0
-1, sit<0

Observamos que

v, € L1 () vy HUOHLQ(I)(Q,) =1,

ademas,
p(z)—1 p(z)
(T'(u),vo) :/ u(x)v,(r)dx :/ uTx) |u(z)|dx :/ a uTx) dr =a
luego,
[l ey oy < NT (Wl (Lo @y (2.13)

de (2.12) y (2.13), obtenemos

||u||LP(z)(Q_) < HT(U)H(Lq(gE) ) < CH“HLp(z)(Q_)Vu € LP(x)(Q_) (2.14)

(Q-)
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por lo tanto, de (2.14), concluimos que 7" es inyectivo.

Como el operador T es lineal, entonces E = T (LP™) (Q_)) es un subespacio
vectorial de (L@ (Q_))" pues LP(® (Q_) es un espacio de Banach y por (2.14)

concluimos que F es cerrado.

Como L) (Q_) es reflexivo, entonces (L@ (Q-))" es reflexivo, tenemos que E

es reflexivo. Por lo tanto, concluimos que L@ (2_) es reflexivo.l

El siguiente resultado, corresponde al Teorema de la Representaciéon de Riesz
para LP@)(Q).
Teorema 3. Sea p~ > 1 y sea ¢ € LL() tal que
1 1
—+——=1, Vrel.
p(z)  q(x)

Si f € (LP®)(Q))*, entonces existe un nico v € L1®)(Q), tal que

flv) = /Qu(x)v(x)dx Vu € LP@(Q).

Demostracion.

Ver [7]pag. 23.

Teorema 4. (Densidad en LP@(Q)). Si Q C RN un conjunto abierto, el espacio

Co(Q) es denso en LP(Q).

Demostracion.

Ver [23]pag.24.

Teorema 5. Si 2 C RN un conjunto abierto, el espacio C§°()) es denso en LP®) ().

Demostracion.

Sea u € LP@(Q). Dado n > 0 existe v € Cy(f2) tal que

||u_v||p(x) < (2.15)

N3
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Para todo € > 0 tenemos

e = Jo.xv € CP(Q), J. € C5P(N),si € < dist(supp(v), 0R)

¢- — v uniformemente en supp(v), cuando € — 0" (2.16)

donde J. € C°(Q2) y ademas

oe(z) = (J. % 0) (z) = / J.(x — y)o(y)dy.

RN

por (2.16) y por el Teorema de la Convergencia Dominada, tenemos

p(pe—v) = / |oe — v|p(m) dr = / |oc — v|p(x)dz — 0, cuando € — 0.
Q supp(v)
Luego, por la proposicion 7, tenemos

loe = vl < g, cuando € — 0 (2.17)

por lo tanto, de (2.15) y (2.17) tenemos

n

+o=n,
5 =1

o3

[t = el oy < Ml = llp) + [lpe = vll0) <
cuando € — 07, concluyendo la demonstracién.ll

Teorema 6. Si Q C RY es un conjunto abierto, entonces el espacio LP™) () es sepa-

rable.

Demostracion.

Definimos n € N, definimos
) 1
Q, = {x € Q:dist(z,00) > —, |z| < n} para cadan € N.
n

Observemos que 2,, C  es compacto para cada n € N.
Sea P el conjunto de todos los polinomios de RY en R con coeficientes racionales.

Definimos el conjunto

P,={xq,f: f€eP},neN

donde yq, es la funcién caracteristica de €,,. Por el Teorema de Stone-Weierstrass,
= C (D)
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ademds, el conjunto P, = [J™ P, es un conjunto enumerable.

Sea € > 0 pequeiio y sea u € LP(*) (), entonces, por el Teorema 4 existe v € Cy(€2)
tal que

lu = vllp@) <

DO | ™

Si, £ < dist(supp(v),09), entonces supp(v) C Q,, asi f € P, tal que

1/c

€~ |-
v = fllzo @, < B || (2.18)

En cualquier situacién usando (2.18) tenemos

/ v — fP@de = / v — fP@dz < <
Q Qn 2

€

2

asi, tenemos que
o = fllp@) <
Luego,

€ €
Hu - f”p(l‘) < ||u - UHp(x) + Hv - f”p(l‘) < B + B =€

es decir P es denso en LP®(Q). Por lo tanto, LP®) () es separable.l

2.3.3. El operador de Nemytskii

Estudiaremos al operador de Nemytskii entre espacios LP(®) ().
Sea f : 2 x R — R una funcién de Carathéodory y Ny el operador de Nemytskii

definido por f, tal que para toda funcion medible u : 2 — R, se satisface

(Nyu)(2) = f(z,u(z)).

Teorema 7. Si Ny : LP®(Q) — L1®)(Q), entonces Ny es continuo y acotado, ademds

existe una constante b > 0 y una funcion no negativa a € LI®(Q) tales que
p(z)
|f(z,8)| <a(z)+ b|s|Z<Z>, Ve e, seR.
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()
Reciprocamente, si [ satisface | f(z,s)| < a(z) + b|s|%, entonces
Ny : LP@(Q) — LI(Q),
es continuo y acotado.

Demostracion.
(=) Sea N; : LP@(Q) — LI1@(Q). Supongamos que f(z,0) = 0, debemos demostrar
la continuidad de Ny en u = 0.
Sea (u,) C LP®(Q) : u, — 0, por la proposicién 7, tenemos
Jim. g |t ()P dz = 0 (2.19)

Definimos la funcién A : 2 x R — R como
W, s) = | £ (x,sgn(s)[s[/7@) "
para v € L'(f2), tenemos que

(Nwv) (2) = h(z, v(@)) = | f (2, sgn(v(@))[o(z)[/#@) " (2.20)

CcOo1mo

sgn(v(a))[o(@)] 7 € L(Q)
por la hipétesis tenemos que Nyv € Ll(Q)7 luego,
Nu: L'@) > L'(€)

Por lo tanto, N}, es continuo en v = 0.

|Un ’ Ip(z)

Sea la sucesién (v,) C LY(Q), donde v,, = sgn(u,) , luego por (2.20)

. _ p(z) _
tin [ o @)lde = Jim [ a0 <o

Debido que N}, es continuo, obtenemos

lim [ [(Nyv,) (x)|dx =0

n—oo Q
y por (2.20),
lim / |(Nyuy,) (Z‘)’q(:v) dr = lim / | (, sgn(u, (z)) ’un(-I)D‘q(x) d
n—=eo Jq n—oo [
. / (Nava) (2)] d = 0
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Por lo tanto, por la proposicién 7, tenemos que

=0

I ([Nyun o) =

asi hemos demostrado la continuidad de Ny en u = 0.

En el caso general: Si u € LP®)(Q), entonces es suficiente considerar la funcién
9(x,s) = f(z,s +u(x)) — f(z,u(z))
y verificar que g(z,0) = 0.
Ahora probaremos que Ny es acotado. En efecto, sea B C LP®(Q) un conjunto
acotado, entonces, 3r > 0 tal que
lullpz) < r,Vu e B
luego, por la proposiciéon 6, dc > 0:

[ lutare <
Q

desde que
Ny : LNQ) — LY(Q)

por lo tanto, N}, es acotado.

Observe que si u € B, entonces v = sgn(u)|u|P® € L'(Q), pues

/va(x)\dx —/Q|u(x)|p(””)dx <c

siendo N}, acotado, Jk > 0:

105 @ do = [ |3 (sgntune) o)1) | o < &

luego, por la proposicién 6, N¢(B) C L1®)(Q) es acotado.
Como Ny, : LY(Q) — L'(Q2), entonces 3b; > 0 y una funcién no negativa a; € L'(Q2) de

modo que se cumple
(Nw) (2)] < ai(2) + bi[v(=)], para v e LY(Q).
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Sea u € LP@(Q), entonces, v = sgn(u)|u|P™ € L'(Q) ademds,
|(Nyu) ()" = [(Nyo) (@) " < ar (@) + byfu(z) P,

siendo 1/¢(z) < 1, tenemos

(Npu) (2)] < (an () + by u(a)[Pe) /1

(Cbl <x>>1/q(fr) + b}/q(m) ]u(x) |p(x)/q(x)

IA

< a(x) + b|u(x)|p(w)/q(x)

donde a = a7/ € LI®(Q) y b = b/T > 0, por lo tanto, hemos demostrado la
desigualdad planteada.

(<) Suponga que existe una constante b > 0y a € L7®(Q) una funcién no negativa,
tal que verifica la desigualdad |f(z, s)| < a(z) + b |s[P™/1®).

Sea u € LP@(Q) observemos que

q(z)
[(Nyu) (@) < |a(@) +b fu(a) P

< 9u(@) (|a(x)|‘J(x) + bq(x)|u(:)s)|p(’”))

< 29" |a(x)|9®) 4 207 pI@) gy () [P

Como, a € LY@ (Q), u € LP@)(Q) y la funcién b9® es acotada, de la tltima desigualdad
tenemos que

Nyu € L1@(Q)

mostrando que

Ny LPO(Q) — LI@)(Q).

Procediendo similarmente a la primera parte de la demonstracion, mostramos que Ny

es continuo y acotado.ll

Corolario 2. Supongamos que || < 400, p,q € LT(Q).
Lp(r)(Q) C Lq(m)(Q)

si, y solamente si, q(z) < p(x) c.t.p en Q. Ademds
LPD(Q) — L1®(Q)

es una inmersion continua.
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Demostracion.
(=) Si LP@)(Q) c L1@)(Q). Consideremos la funcién de Carathéodory
fiOxR—R
(xz,8) — f(z,5) =s.
Entonces, por el teorema 7, existe una constante b > 0 y una funcién no negativa
a € LI)(Q) tal que
|s| < a(z) + b‘5|p(:v)/q(x)
De esta desigualdad, obtenemos

|s]1®) < 1) (|a(m)|q<$) + bq(w)|5|p(x))
(2.21)
< 20 afa)|o) + (20)7" s
luego, tenemos ¢q(z) < p(x), c.t.p. en , pues de lo contrario la desigualdad (2.21) no

seria valida cuando s — oo.

(<) Sin pérdida de generalidad, supongamos q(x) < p(x) en 2. Sea u € LP®)(Q) y
consideremos

E={xeQ:|u(x)] <1}

asi

poi = [ fule) o = [ Ju@ e+ [ juta) s
Q E Ec
<1+ [ Ju@)ds
.
<190+ [ Jula)Pds
Bt
<[]+ py(u) < o0
entonces u € L@ (). Por lo tanto,

(@) Q) C Lq(m)(Q)_

Mostraremmos, que la inmersién LP(®)(Q) < L1®)(Q)) es continua.
Afirmacion:

Sillullpy <1, entonces |lulqm < Q]+ 1 (2.22)

En efecto, sea u € LP™®)(Q) tal que |l < 1, de (2.22) y de la proposicién 6 se

tiene la siguiente desigualdad
pg(u) <[ + pp(u) < [0 +1
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asi,

()
u u(z) |? 1 /
— ) = —_— r< — w(z)| " de < 1
() = Ll < e o s
nuevamente por la proposicion 6,
H -
Q2+ 1 ~

de donde se sigue la afirmacion.

Ahora, para u € LP@(Q) con ||ullpw) = a # 0 y usando la afirmacién en (2.22)

%

[ellg@ey < (120 + Dlfullpca)

obtenemos

< |9l +1,
q(x)

luego,

por lo tanto, hemos demostrado que la inmersion
Lp(r)(Q) SN Lq(r)(Q)

es continua.ll
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El espacio W1P()(Q)

2.4. El espacio W*(®)(Q)

Estudiaremos el espacio de Sobolev con exponente variable W@ (), definido por

“Wl,p(m)(Q) — {U c Lp(m)(Q) : aa_u c LP(@((Z)7 ,] = 172, ,N}
L

donde Q C RY es un dominio.

Este espacio es muy importante en nuestro trabajo, pues sobre un subconjunto
cerrado de este, encontraremos la solucién débil del problema (I). Para v € Whr@)(Q),

tenemos que 2% denota la j— ésima derivada débil de u, osea Yo € C°(£), se cumple
Ox; ¥ 0

u%dx = — %godm

En este espacio, tenemos la siguiente norma

N ou
[[ul [[t]| ey ]21 0z llp(z)
ou Ou du
Vu = <8g;1’ Oxy 7 833]\{)

qu,p(x)(Q) _ {u e Lp(x)(Q) : |Vu| S Lp(x)(Q)}

Adem3s

Por lo que tenemos

"

y tiene a

“lull = el + [Vellpe
como norma equivalente.
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2.4.1. Propiedades del espacio W) ((Q)

Desarrollaremos las principales propiedades del espacio de Sobolev con exponente

variable W@ (Q)
Teorema 8. W'P(®)(Q) es un espacio de Banach.

Demostracion.
Sea {u,} C WP®)(Q) una sucesién de Cauchy, entonces,

{un}Y{au"} j=1,...,N

Lj
son sucesiones de Cauchy en LP(®) ().
Como LP(®)(Q) es un espacio de Banach, existen u,w; € LP®(Q) tales que

ou,,
Oz,

Usando la desigualdad de Holder (ver Proposicién 8), tenemos

Up —> U Y — w;, cuandon — o00,j =1,..., N. (2.23)

Iy Oy
(un —u) =——dr < C'||uy, —ul| ), || 5— . peCF(Q) (2.24)
/Q 8xj p(@) 8xj a(@) 0
donde C' = % + %. De (2.23) y (2.24) tenemos
8 P dr — / dx para ¢ € C3°(£2), cuando n — oo (2.25)
Lj

Anélogamente,

du,
/ - odr — / wipdr, para ¢ € C5°(R2), cuando n — oo
0 Q

ij
Desde que
e
—dz d ce 2.26
T R ) (226)
pasando al limite en (2. 26 cuando n — oo 'y usando (2.24) y (2.25), obtenemos
/ 9 dx = / wjpdr, para ¢ € C°(Q) (2.27)
81'] Q
Usando el lema de Du Bois-Reymond en (2.27), concluimos que
. ou .
u e WHE(Q) ywj:a—xj,j =1,...,N.
Luego, usando (2.23), tenemos
N
ou, Ou
[un — ull, = [Jun — ull,) + le 9z, O, » — 0, cuando n — oc.

Por lo tanto, W'P(®) () es un espacio de Banach.l
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Teorema 9. El espacio W@ (Q) es separable y reflexivo, si p~* > 1.

Demostracion.

Ver [23]pag. 33.1
(N+1) veces

A

~

Observemos que el espacio £ = ,Lp(””)(Q) X - x LP@(Q) provisto de la norma || - || es

reflexivo y separable.

Definamos el operador lineal 7" : W@ (Q) —s E por
T(u) = (u, Vu)

Notemos que

1T ()l = [lull

por lo que T (lep(”")(Q)) es un subespacio cerrado de E. Por Brezis [5], tenemos que

T (Wl’p(x)(Q)) es reflexivo y separable, por lo tanto, W) (Q) es reflexivo y separable.

Definicién 1. Definimos el espacio Wol’p(x)(Q) como la clausura de C°(Q) en WP@)(Q).

Usaremos convenientemente las normas
[l = | Vully@), Yu e Wy (Q)
pues son equivalentes en W, (m)(Q).

Teorema 10. FEl espacio W[)l’p($)(§2) es un espacio de Banach, separable y reflexivo, si

pt>1.

Demostracion.

Ver Brezis [5]pag. 440.

2.4.2. Inmersiones

Existen resultados de inmersion que seran de gran utilidad posteriormente; entre
estos resultados, equivalentes o generalizaciones de los teoremas de Sobolev, Rellich-

Kondrachov y de la desigualdad del tipo Poincaré.
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Teorema 11. Sip,q € LT(Q) tales que q(x) < p(x), c.t.p. en §), entonces
Wt (Q) c wha®(qQ),
obteniendo una inmersion continua de WP (Q) en W@ (Q),
iye) WhHE(Q) — Wh@(Q),

Demostracion.

Supongamos: ¢(x) < p(x), c.t.p. en €, entonces, por el corolario 2 la inmersion.
LPO(Q) — LI®(Q)
es continua, es decir 3C' > 0 tal que
lullg) < Cllullpay, ¥ u € LPD(Q) (2.28)

Como

Wl,p(w)(Q) C Lp(:v)(Q) C Lq(w)(Q)

entonces

W@ (Q) c wha@(Q)

y por (2.28) concluimos que la imersién
WhrE)(Q) < Wha@)(Q)

es continua.l

Proposicién 9. Sean p,q € C(Q) tales que p~,q~ > 1.

Si q(z) < p*(x) (q(z) < p*(x)), Vo € Q, entonces existe una inmersion continua y

compacta
W@ (Q) — L1@)(Q),
donde
o (z) = NN,”;?i), p(z) <N;
+oo, p(z) >N
Demostracion.

Sean p,q € C (), entonces existe una vecindad abierta para z € V, C Q tal que



donde
¢" (Vo) =sup{a(y) :y € Va} yp~ (Vi) = inf{p(y) : y € V:}
Si {V;},eq €s una cobertura abierta del compacto Q, entonces por el Teorema de Borel-
Lebesgue, existen Vi, ...,V tales que ) = Ui— Vi
Denotamos
py=p; Vi) vy ¢f = (Vj), j=12 .5
Si u es un elemento de W@ (), entonces u es elemento de W@ (V) j=1,... s

Por el teorema 10, podemos afirmar que
weWhti (V;),j=1,...,s
y por los teoremas de Sobolev y de Rellich-Kondrachov, las siguientes inmersiones
WY (V)Y C L% (V;),j=1,....s (2.29)
son continuas y compactas. Asi mismo,
uELqJJ‘r(Vj),jzl,...,s.

Por el Corolario 2, las inmersiones

+

L% (V;) C L™ (V}),j=1,...,s (2.30)

son continuas. Luego,

ue L' (V;),j=1,...,s
entonces, u € L@ (Q). Por lo tanto, W'»®)(Q) ¢ L1®)(Q).

Afirmacién 1: La inmersién W' (Q) «— L1®)(Q) es continua.
En efecto, sea (u,,) una sucesién en W1 (Q) que converge a 0. Como las inmer-

siones

WP (Q) s L@ (V) ,j=1,...,s

son continuas, entonces
u, = 0en LI (V) j=1,...,s (2.31)

De (2.31), tenemos
/ ()" d < 3 / i ()7 dr —> 0
& j=1"Vi
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Luego,
u, — 0 en LI9®)(Q)

Por lo tanto, la inmersién de W@ (Q) en LI®)(Q) es continua.

Afirmacién 2: La inmersién W'P®)(Q) < L1®)(Q) es compacta.

En efecto, sea (u,) C W@ (Q) acotada, entonces por el Teorema 10,
(un) C WP (V) ,5=1,....s

es acotada.

Por (2.29) y (2.30), (u,) posee subsucesiones convergentes tales que

{tntnen, € L9 (V1)
{u%}nGNQ - Lq(m) (‘/2) )

{ui}nen, € L7 (V)

donde Ny C Ny_;--- C Ny € N; C N. Ahora, consideramos la subsucesion
(@) = Y xvui (), € Qn € N,
j=1
entonces
/ [Um () — vn(x)|q($) dr < Z/ |Ufn(x) _ u£($)|q(w) d
. j=1"Vi

Esta tltima tiende a cero, para m,n € N; suficientemente grandes. Luego, la sub-
sucesion {vy }, oy, es de Cauchy en L1®)(Q)), por tanto convergente, pues L) (Q)

es completo. Asi, hemos demostrado que la inmersién
Whr@(Q) — LI@(Q)
es compacta.ll
Proposicién 10. Sean p,q € C(Q) son tales que:
1 <plz) < q(x) < p(2),
para todo x € Q, entonces existe una inmersion continua
W@ (Q) s L19(Q).
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Demostracion.

Seguir las mismas ideas de la demostracién del teorema 11. (Ver [12]pag. 34.)

Usaremos este resultado para demostrar una desigualdad del tipo Poincaré.

Proposicién 11. (Desigualdad de Poincaré). Sip € C(Q) tal que p~ > 1, entonces

3C > 0 constante, tal que
1,p(x
lullpe) < CllVullpe),  Vu € Wo™ ™ (9).

Demostracion.

Definamos la biyeccién creciente f : [0, N) — [0, +00) por

Nt

f(t):N——t

cuya inversa es ¢ : [0, +00) — [0, V) definida por

B Ns
 N+s’

9(s)
Hacemos p,(x) := p(z) y py(x) = 1. Para cada j =0,1,..., N — 1, definimos
pj+1(x) = méx {g (p;(v)), 1}, para z € Q
del mismo modo, tenemos para = € (2,
pit1(x) < pj(z) < p;H(x),j =0,1,....,N—-1,2€Q (2.32)
Por el teorema 11 y (2.32), concluimos que cada una de las N inmersiones
Wheii @) (Q) <y [P (Q), (2.33)
son continuas, y por el Corolario 2 y (2.32), también que las siguientes N inmersiones
LP@(Q) s [P @/(Q), (2.34)

también son continuas.

Para u € W," (x)(Q), usamos sucesivamente (2.33) - (2.34)y obtenemos
Il toray < Co (IV2llnioray + ell i)
< Gyl Vull oy @) + Collull e o
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lullzner@y < Cr IVl @) + e @)

< C(IJHVUHLP(E)(Q) + Oo||u||Lp2(m>(Q)

||u||LPN71(Z)(Q) < CN—l <||vu||LpN(1)(Q) + ||U||LpN(z)(Q))

< CrhoalVullpre ) + Cn-1l[ull poner g

Ahora, por la desigualdad de Poincaré en espacios de Sobolev (ver [5]), tenemos

[ull pon e @) = lull oo @) < ON VU]l vy < OVl pon @)
Tomando convenientemente las desigualdades, obtenemos el resultado deseado.l

Observacion 1. Una consecuencia de la desigualdad de Poincaré, nos dice que las

normas ||ul|p@) ¥ [|Vullpe) son equivalentes en Wol’p(z)(Q), es decir,

1,p(x
1Vtllpey < lull = [ullpe) + [ Vullpe) < (€ +D[Vullpe, Yue Wy (@)
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El operador p(x)— Laplaciano
(Ap(as))

2.5. El operador p(z)— Laplaciano
Introducimos el operador p(z)— Laplaciano, definido de la siguiente manera

Apyu = div(]Vu|p(x)_2Vu>

2.5.1. Propiedades del operador p(x)— Laplaciano

Por comodidad, denotaremos X = W," (x)(Q). Asf tenemos las principales propie-

dades del operador p(x)— Laplaciano.

Teorema 12. FEl funcional f : X — R definido por
1 (=)
J(u) = [ ——|Vul"'"dx
o p(x)
es de clase C'(X,R).

Demostracion.
Para demostrar que el funcional J € C'(X,R), es suficiente probar que la derivada de

Gateaux de J existe y es continua.

Existencia de la derivada de Gateaux. Sean u,v € X. Dados x € Qy 0 < [t| <

1 por el TVM FA(x,t) = A € (0,1) tal que

|Vu + t Vo) — |Vulp@)
p(x)t

= |Vu + MVu[P@=2(Vu 4+ AtVo) Vo
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Observemos que
h = |Vu+ MVoP@=2(Vu + MVv)Vo — |[VulPP2VuVo, ct.p.en Q  (2.35)

cuando t — 0.

ademas
A < |Vu + XVulPD 7 Vol < (|Vau| + |Vo|)P@ -1 V| (2.36)
como
|V, |[Vo| € LP®
entonces,

(Wl + Vo)~ € L (Q)
Por la desigualdad de Holder,tenemos
(|Vu| + [Vo|)P@ =1 Vol € LY(Q) (2.37)

Luego, usando (2.35)-(2.37) y el Teorema de la Convergencia Dominada, obtenemos

to)|PE) — p(z)
J'(w).v = lfm / [V(utt)"™ = [Vul™ / Va2V odz
=0 Jq p(x)t Q

Continuidad de la derivada de Gateaux. Sea {u,} C X tal que u,, — u en X.

Asi mismo,

Vu,, — Vu en (Lp(x)(Q))N (2.38)

Luego, por el Corolario 1, existe una subsucesién, {u,}, y la funcién g € LP(®)(Q) tal

que
Vu,(z) — Vu(z), c.t.p. en Q (2.39)
y
|Vu,(x)| < g(z), ct.p. en Q (2.40)
Por (2.39), tenemos que
|Vu,(z)| — |Vu(z)|, c.t.p. en Q (2.41)

Para todo v € X, tenemos

(" (un) = J'(u),v)] =

/ <|Vun|p(x)_2 Vu, — |Vu|p(“’")_2Vu> Vudz
Q

< / ‘ IV, P2 Vu, — |Vu|p(w)’2Vu‘|Vv|dx
Q
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Si
fn = |VUn’p($)_2 Vun - ’vu’p(1)72vu NS N (242)

entonces

fo < V[P + |[Vuff@1 neN (2.43)

Observemos que

(Ve 4 7upr @) € L0

donde

Luego, por (2.42) podemos concluir
{fa} € L)
Aplicando la desigualdad de Holder en (2.42), tenemos

(" (un) = J'(w), )| < Cll full yoy IV lpe)
< O fa o] v

asi, tenemos

17" (un) = T ()| < Cllfullga) (2.44)
Ahora aplicando (2.39) y (2.41) en (2.43), obtenemos
fa(z) = 0, c.t.p. en Q (2.45)
De (2.40) y (2.44), tenemos que
fa(2) < g(x)P@~1 4 |Vau(x)P@ ct.p. en Q.
Entonces,
Ful@) 1@ <207 (g(2)P@ + |Vu(2)P®) € LHQ), c.t.p. en Q (2.46)

Aplicando (2.45), (2.46) y del Teorema de la Convergencia Dominada, resulta que
/ fg(x)d:p — 0, cuando n — o0
Q

luego,

“anq(m) — 0, cuando n — o0
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De esto y de (2.45), obtenemos
J" (un) — J'(u)|| = 0, cuando n — oo

o sea, la derivada de Gateaux J' es continua, con lo cual termina la demostracién.ll

Definimos el operador L := J" : X — X*, por
(L(u),v) = / VP2 VuVudz, Yu,v € X.
Q

El operador L tiene propiedades interesantes, y seran utiles para encontrar la solu-

cién débil del problema en estudio.

Teorema 13. El funcional L : X — X* es un operador
(a) continuo,

(b) acotado,

(c) estrictamente mondtono, esto es,

(L(u) — L(v),u —v) >0, Yu,v € X, conu # v

(d) del tipo ST, esto es,

Siu, —=u y lm (L(u,) — L(u),u, —u) <0, entonces u, — u en X.
n—oo

(e) un homeomorfismo.

Demostracion.

(a) Tenemos que (L(u),v) = (J'(u),v), Vu,v € X. y como la derivada de Gateaux de

J es continua, entonces L es continuo.

(b) Sea B C X un conjunto acotado, entonces, 3k > 0 constante, tal que
|ul| < k,Vu e B (2.47)
Siue Bywve X, entonces
(L(u), v)]| < /Q V" Vol da (2.48)
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Aplicando la desigualdad de Hélder en (2.48), tenemos
1@ < Cligll s, Yu € B (2.49)

donde
g=|Vuf®!

desde que
[Vullp@) < llul <k Vue B

entonces existe k > 0 tal que
/g(m)q(z)dx :/ Vul/@dz < k
Q Q
Por lo tanto, por (2.49), concluimos que L es acotado.

(c) Si&, neRY, se cumplen las desigualdades:

2%-p .

(|z[P~%x — |yl 2y, x — y) > €=l sip>2
| - 1)& sil<p<?2

b (I€[p+|n|p)*P? p

Sean u,v € X tales que u # v entonces, Vu # V.

Consideremos los conjuntos
Qp={zxeQ:plx)>2}y Q_={reQ:1<px) <2}

La monotonicidad estricta de L se sigue haciendo £ = Vu y n = Vv en las
desigualdades anteriores e integrando sobre 2, o Q_, para p(z) > 2 y para

1 < p(x) < 2 respectivamente.
(d) Siu, »wuy lim (L(u,)— L(u),u, —u) <0, entonces
n—o0

lim (L (u,) — L(u),u, —u) =0

n—oo

Si p(z) > 2, entonces
C’l/ IV, — VP dz < (L (u,) — L(u), u, — u) — 0, cuando n — oo
Q4

Si 1 < p(x) < 2, entonces por la desigualdad de Holder, tenemos

. Vu, — VulP® (@)2-p(x))
CQ/ \Vu, — Vu|p( ) do = Cg/ | plm(H(x)) (IVu,| + |Vu\)p T
f e
< h
< Clignll 2 Mhall 2
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donde

gn = p(=)(2—p(x))
(IVup| +[Vaul) 2

(z)(2—p(=x))
hy = (V| + |Vu))™ 2

desde que u,, — u en X, entonces (u,) es acotada. Luego, 3C3 > 0 constante, tal

que
Asi mismo,
pz (hn) = / | 7 de = / (IVun| + [Vu))P™ da
o - Q-
<o / 1V, [P dae + 2" / VuP@dr < C,
Q_ Q-
también

) = [ 19l do < Ca (L)~ Ll =) — 0 (250

cuando n — oo, de donde se obtiene

/ IV, — VulP'™ dz —s 0

cuando n — oo.
Luego,

/ IV, — VulP™ dz = / IV, — Vul"'™) dx +/ IV, — VulP'™ dz —s 0
0 Q Q.

+

Por lo tanto,
IV (un = u)ly — 0
lo que implica,

|un, —ul] — 0 en X

(e) Siendo L estrictamente mondétono, entonces L es inyectivo.

Supongamos que ||Vul|,) > 1, entonces, por la proposicién 6, tenemos

/ |VuP@da > || Vul?, (2.51)
Q

p(z)~

Como consecuencia de la desigualdad de Poincaré (ver proposicién 11), 3C' > 0
tal que
IVullp@) = Cllul (2.52)
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luego, de (2.51) y (2.52), tenemos

(L)) fy [VulWde
[l ful

> Cllully,y’

luego,

T CACORD N (2.53)

lull oo lull
osea, L es coercivo. Usando esta dltima propiedad, la continuidad y la monoto-
nicidad de L, del Teorema de Minty-Browder concluimos, que L es sobreyectivo.

Asi mismo, existe el operador inverso
L X" — X.

Demostraremos que L' es continuo.
En efecto, sea (gn) C X* tal que g, — g en X*.
Consideremos

u, = L' (g,) yu=L"(g)

siendo L una biyeccion, se tiene

L(upn) =gny L(u) =g (2.54)

Por otro lado, tenemos
(L(un), un)
[ |

Usando la acotacién de (gn) y (2.54), podemos afirmar que (un) es acotada en

< [lgnll

X. Siendo X un espacio de Banach reflexivo, entonces podemos suponer que
Up— Ug.
ademds
(L(un) = L(uo), un — tio) = (gn, un — tio) — (L(to), un — uo)
Ademas, se cumple
(Gns un — o) = (gn — g, tn — o) — (g, Un — Uo)
ahora, tomando en cuenta las convergencias ¢, —¢g y u,— ug, tenemos que
lim (L(u,) — L(ug), u, — ug) =0

n—0o0
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Como L es del tipo (S ), entonces
Uy — Uy

por ser L continuo, tenemos

L (u,) — L (u,)
tomando en cuenta (2.55), obtenemos

L(u) = L (u,)

como L es inyectivo, entonces u = u,, luego de (2.55) obtenemos que

U, —> uen X,

mostrando que L1 es continuo. Por lo tanto, L es un homeomorfismo. M
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Marco metodolégico

En el presente trabajo estudiamos los espacios generalizados de Lebesgue y Sobo-
lev, vinculados a problemas elipticos sobre dominios acotados € de RY que involucran
al operador p(x)— Laplaciano. Estudiar los espacios mencionados es importante por
que brindan la estructura necesaria para resolver problemas elipticos con determina-
das condiciones de crecimiento. Las demonstraciones pueden encontrarse en Fan [10] y

Guimaraes [23] entre otros autores.

Usaremos el Método variacional mixto, multiplicadores de Lagrange, Teorema de
Sobolev-Slobodeckij, Teoremas relacionados con la inmersion y compacidad en espacios
generalizados, ademas del método de Galerkin. Nos ubicamos en el marco del estu-
dio cualitativo de las ecuaciones integrodiferenciales parciales elipticas de tipo p(x)—

Kirchhoff.

La metodologia basada en la formulacién débil con multiplicadores de Lagrange, es
la que desarrollamos en esta tesis, esta metodologia es expresada como un problema

variacional mixto abstracto, haciendose necesaria la definicion de dos operadores.

La formulacién variacional del problema planteado es dada por los problema 1 y
problema 2, resolvemos el primero aplicando el TPF de Schauder, y luego de demostrar

el problema 2, garantizamos que la solucién débil del problema (I) planteado es tnica.

3.1. Hipétesis central de la investigacion

Dado el problema de contacto del tipo p(x)— Kirchhoff (1), consideramos que, existe

y es tnica la solucién débil de (I), en el espacio de Banach definido en
X = {u e Wir@(Q) u|p}

con 2 < p(x) < 400, cumpliendo las siguientes condiciones:

fo € L@ (Q) con condicién nula sobre una parte I'; de la frontera y no nulas en las
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otras dos partes I'; y I's de la frontera, con fo € LI@(Ty) y g € L@)(T3), g(z) > 0
c.t.p. en I's sobre un conjunto abierto y acotado con suficiente regularidad  C R2,
donde ¢ es el conjugado de p, es decir,
1 1
@) aw)
ademds M : [0,+oo[—> R es una funcién de Lipschitz, creciente y continua con la

siguiente propiedad M (s) > mg > 0.

3.2. Variables e indicadores de la investigacion

3.2.1. Variable independiente

PVF no lineal asociado a la mecénica de contacto del tipo p(x)— Kirchhoff.

3.2.2. Variable dependiente

Existencia tnica de la solucién débil del PVF.

3.3. Meétodos de la investigacion

Seguiremos el método hipotético deductivo, el cual es un enfoque utilizado en la
investigacion cientifica para crear, probar y explicar fendmenos naturales. Este método
se basa en la 16gica deductiva, donde se parte de una premisa general (la hipdtesis)
y se derivan conclusiones especificas (las predicciones) que pueden ser verificadas o

refutadas mediante la observacion y la experimentacion. Establecemos dos etapas:

a) Formulacién de hipétesis: Iniciamos con la formulacién de una hipétesis, la cual es

una suposicion o explicacion tentativa acerca del fenémeno en estudio.

b) Deduccién de consecuencias: A partir de la hipétesis, se deducen las consecuencias
que deberian observarse si la hipotesis es cierta. Estas consecuencias se expresan
mediante los problemas 1 y 2 planteados, los que posteriormente se verifican a

través de su demostracion.

El presente trabajo esta dentro de la clasificacion de investigacion basica o fun-

damental, puesto que buscamos ampliar los conocimientos y las teorias relacionadas
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con la teoria de operadores en EDP y los multiplicadores de Lagrange asociados al
problema (I). Segun el tratamiento de las variables, es considerado no experimental,
y por su duracién, es de naturaleza transversal, dado que se recolecté informacion de

publicaciones especializadas a lo largo de todo el proceso de investigacion.

3.4. Diseno o esquema de la investigacion

Contrastamos la hipoétesis, aplicado el método variacional mixto, multiplicadores
de Lagrange, teorema de Sobolev-Slobodeckij, teoremas de inmersién, compacidad y el
método de Galerkin, estableciendo una relacion entre la variable independiente (PVF de
contacto del tipo p(z)— Kirchhoff) con la variable dependiente (Existencia y unicidad

de la solucién débil).

3.5. Poblacion y muestra

Nos limitamos a una poblacién definida en los espacios generalizados de Sobolev y

el espacio de Banach

X = {u e wtr@(Q) U|r}

con 2 < p(z) < 4o00. Mientras que para la muestra se considera el modelo planteado

por el problema de contacto del tipo p(z)— Kirchhoff (7).

3.6. Actividades del proceso investigativo

Para el desarrollo de las actividades durante el proceso investigativo se aplicaron

tres fases:

3.6.1. Fase inicial

Durante esta fase, se llevo a cabo una labor descriptiva y exploratoria de los da-
tos a analizar. Posteriormente, se recopilé de manera exhaustiva la informacién de
revistas, articulos especializados, lo que facilité el desarrollo del presente trabajo de

investigacion.
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3.6.2. Fase intermedia

En esta fase, se llevo a cabo la formulacion variacional mixta, luego discutimos la
existencia y unicidad de la solucién débil del problema variacional mixto, haciendo
una revision rapida a la estabilidad de la solucién, después aplicamos los resultados
abstractos para estudiar la solucién débil y tinica del problema del valor limite que se

estd considerando.

3.6.3. Fase final

Finalmente se verificaron las hipotesis mediante la demostracion de los problemas
1 y 2 planteados. Evidentemente se demostré la existencia y unicidad de la solucién
débil del problema abstracto, la que contribuyé para mostrar la existencia y unicidad

de la solucién débil del problema de contacto ().

3.7. Técnicas e instrumentos de la investigacion

La informacion fue recopilada desde articulos, revistas y libros especializados rela-

cionados con el problema en estudio.

Para la variable independiente, se revisaron los diversos temas mencionados en el

marco tedrico, relacionados con el problema (I) planteado.

Para la variable dependiente, se relacionaron diferentes trabajos referentes al te-
ma, métodos empleados anteriormente por otros investigadores, logrando la eficacia

del método aplicado en el trabajo de investigacion.

Validacién de los instrumentos, la eficacia de los instrumentos se realizé median-
te el uso de teoremas del Analisis Funcional, utilizando la teoria de punto fijo y de
operadores, en particular el TPF Schauder y operadores hemicontinuos,con lo cual se

garantizo la existencia y unicidad de la solucién para el PVF eliptico no lineal dado en

(7).
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3.8. Procedimiento para la recoleccion de datos

(Validacién y confiabilidad de los instrumentos) La UNS como universidad licen-
ciada por la Sunedu, d4a la validacién de los datos que se recopilaron para el presente

trabajo de tesis.

3.9. Técnicas de procesamiento y analisis de los da-
tos

Para procesar y analizar los datos recopilados sobre las variables del PVF del pro-
blema de contacto tipo p(z)— de Kirchhoff, se han empleado principalmente métodos
de demostracién obtenidos a través de la revision de literatura especializada, incluyen-
do libros y articulos relacionados con el tema. Se han utilizado resultados de la teoria
de los espacios generalizados de Sobolev, teoria de operadores y resultados importantes
del anélisis funcional. Posteriormente, demostramos los problemas 1 y 2. Como resulta-
do, se demostroé la existencia y unicidad de la solucion débil para el modelo de contacto

estudiado.

Es importante destacar que la obtencion de la unicidad de la solucion débil para
el PVF no lineal se debe a la aplicacién de la teoria de operadores hemicontinuos,

asi como a un resultado de compacidad e inmersiones en espacios de generalizados de

Sobolev.
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Resultados y

4.1. Introduccién

discusion

En el presente trabajo consideramos una clase de problema de contacto friccional

del tipo p(x)—Kirchhoff. Aplicamos la técnica de Multiplicadores de Lagrange en una

version abstracta y el teorema del punto fijo de Schauder para probar la existencia de

una solucién débil.

El siguiente problema de valores en la frontera (PVF), nos muestra un modelo

no lineal asociado a la mecanica de contacto, estamos interesados en demostrar la

existencia y unicidad de la solucién débil del modelo (1) que planteamos a continuacion:

u =0, sobrelY}.
M(L(w)) [vu"
M (L(w) |Vul"

M (L(w)) |Vul"

—M(L(u))Ap(z)u = fi(z,u), en Q.

o 0u
25 = fo(x), sobre I's.
o 0u
25 < g(x), sobre I's.
_90u u(x .
281/ = —g(2) |uEx§|7 siu # 0 sobre I's.

donde 2 < p(z) < +o0y Q C R? es un dominio acotado con frontera suficientemente

suave o regular, dividida en tres partes medibles I'y, I’y y I's con medidas positivas, v

es el vector normal exterior donde

ou

5, = Vu.r, M una funcién localmente Lipschitz

continua y las funciones fi, fo v g definidas convenientemente para objeto del estudio,

asi como el funcional

_ L up(ffﬁ)aj
L(u)—/gp(x)‘v PP,

Este problema modela la deformacion por cizallamiento antiplano de un cuerpo

cilindrico de material elastico no lineal, en contacto por fricciéon en I's con un obstaculo

rigido. En este contexto € es la seccién transversal de un cuerpo en R?, que es un
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cilindro muy largo.

Es importante observar que se pueden indicar estados de cizallamiento antiplano
en el s6lido cargandolo de una manera especial, cosa que rara vez ocurre en la practica.
Sin embargo las deformaciones por cizallamiento antiplano son unas de las clases mas
simples de deformaciones que puedan sufrir los sélidos; en el cizallamiento antiplano (o
cizallamiento longitudinal) de un cuerpo cilindrico el desplazamiento es paralelo a los
generadores del cilindro y es independiente a la coordenada axial, por esta razén los

problemas antiplano juegan un papel muy til como problema piloto (modelo).

En nuestro modelo la funcién w(xq, x2) representa la tercera componente del vector
)
desplazamiento 7, es asi que una vez calculado u podemos determinar el tensor de

tension.

En la ecuacion de equilibrio f; = fi(x,u) es la densidad de las fuerzas actuando en
Q y f5 es la densidad de traccién superficial. Las condiciones de contacto son obteni-
das mediante la ley friccional de Tresca; ademas tenemos una condicién de Dirichhet

homogénea en I'y, asi el cuerpo esta sujeto o fijo en I';.

Resolver problemas de valor en la frontera que modelan el complejo fenémeno de
interaccién entre un cuerpo deformable y un obstaculo en términos de Multiplicado-
res de Lagrange, es una tarea desafiante. El uso de esta técnica estd motivada por la
posibilidad de aplicar métodos numéricos modernos que permitan una aproximacion

eficiente a la soluciéon débil del problema.

Introducimos el siguiente subespacio cerrado de W@ (()
X={veW”@(Q):qvu=0 ct.p. sobre I} (4.1)

donde «y denota al operador trazo de Sobolev, I'y C I' con med(I'y) > 0; X resulta ser

un espacio de Banach separable y reflexivo, bajo la norma

||u||X = |Vu|p(x), u e X.
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Proposicién 12. Existe ¢ > 0 tal que
lull1p@) < Cllullx  para todo u € X.
Entonces, las normas ||.||x y ||.||1p() son equivalentes sobre X.

Proposiciéon 13. Sea L : X — R una funcional convera y L' : X — X' es una
aplicacion estrictamente mondtona, homeomorfismo acotado, y operador del tipo (S.),
con X' espacio dual de X, entonces
Up — U Y h’rniup L' (uy)(un — u) <0 implica u, — u,
n—s+00
con
L(u) = / L‘Vu’p(x)clyc.
o p(x)
Este resultado se obtiene de manera similar a la dada en [9], por lo que omitimos
los detalles.
Como de costumbre p/(x) es la funcién conjugada de p(x);
i.e)
1 1

p(x) - p'(z)

También definimos el espacio de Banach real y reflexivo

=1, para todo x € 2.

S = {u € Wﬁ’p(gj)(F) :Jve X talque u=vv c.t.p.sobre F} (4.2)
donde
Y = 5 es el dual del espacio S. (4.3)

Por otro lado introducimos la forma bilineal
b: X xY — R definida por
(4.4)
b(U, u) = < u, yv >Y><S’
un multiplicador de Lagrange A € Y,

ou
— _ Vy|p@)—222 v
(A z) /r3 M(L(u))] ul szF , ze S

y el conjunto de multiplicadores de Lagrange

A:{M€Y¢<H:Z></F g(x)|z(z)|dT, ‘V’ZGS} (4.5)

de (1) deducimos que A € A.
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4.2. Analisis de datos

4.2.1. Una formulacién débil con multiplicadores de Lagrange

Sea u una funcién suficientemente regular que satisface el problema (I). Después

de algunos calculos y mediante el uso de resultados de densidad, obtenemos

M(L(u))/]Vu]p(x)2Vu.Vvd:c:/f1(x,u)vdx+
Q 0

Ou

p(z)—2
< Faleyyodr + M (L(w) /F IV

~yodl' (4.6)

donde u satisface (I) sobre I's.

Mediante la técnica de multiplicadores de Lagrange, lo expresamos como un pro-

blema variacional mixto abstracto, para tal fin definimos los siguientes operadores:
i) A: X — X' ,dado por
( Au,v ) = M(L(u)) /Q |VulP@2Vu.Vodz, u,v € X.
ii) F': X — X' dado por

( F(u),v) :/Qfl(:p,u)vdx—k A folz)yvdz, w,ve X.

Entonces, llegamos a la siguiente formulacién variacional del problema (7), dada en los

siguientes problemas

Problema 1.

Hallar u en el espacio de Banach X y un A elemento del conjunto de multiplicadores

de Lagrange A tal que se cumplan las siguientes condiciones:
( Au,v ) +b(v,\) = (F(u),v), , YweX (4.8)
bluyp—A) < 0, YVue ACY

Para resolver el problema 1, haremos uso del TPF de Schauder.

Procedemos a, “congelar” la variable estado u en el operador F', es decir, fijamos

w € X y luego consideramos el siguiente problema.
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Problema 2.

Dada una funcién f en el espacio dual de X. Encuentre u € X y A € A tales que:
(Au,v ) +bv,\) = (fiv) , YveX
bluyp—A) < 0 VueACY. (4.9)

Para probar la unicidad de la solucién del problema 2, consideramos resultados supues-

tos generalizados.

4.3. Interpretacién de datos

Sean (X, ||.|lx) v (Y ||.|ly) dos espacios de Banach reflexivos reales.
(B1) A:X — X’ es hemicontinuo;

By) Jh : X — R tal que
(B2) q
(i) h(tw) = t"h(w) con v > 1, ¥Vt > 0,w € X;
(i) ( Au—Av,u—v )y, > h(v—u), Yu,v € X;

(ili) V(2 )pen € X 1, — z en X = h(z) < lim sup h(z,)

V—00

(B3) A es coercivo.

(B4) Laforma b: X x Y es bilineal, y
(i) V(uy)ven € X 1w, = uen X = b(u,, ) — b(u, A), VA €Y.
(i) V(A) CY : A, — den Y = b(v, \,) = b(v,\), Vv € X.
b(v, 1)

(ii) 3a>0: f sup—7F—>a.
HEl U0 vex |vlx|ply
v

(Bs) A es un subconjunto convexo cerrado y acotado de Y tal que Oy € A.
(Bg) 3Cy >0, > 0: h(v) > Cy|jv]|%, VYveX.

Teorema 14. Sean (X, |.||x) v (Y,|.lly) dos espacios de Banach reflexivos reales.
Supongamos que se cumplen las condiciones (B;),i = 1,2,3,4,5,6 entonces el problema

2 posee solucion unica.
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Demostracién.
Ver [Matei A., (2024)].1
Demostramos el problema 1, asumiendo las condiciones para M, fi, fo y ¢:

(A1) M : [0, +o0[— [mg, +0o0o[ es una funcién no decreciente, localmente Lipschitz -

continua, con mg > 0.

(A2) La funcién fi : © x R — R es de Caratheodory tal que
|fi(x, )] < er4-colt|* @1 Y(z,t) € OxR, a € C(Q), parac(x) < p*(z),at < p~
y dC3 > 0 tal que:

(f(z,8) — f(z,t).(s —t) < Csls — t|P ,Vz € Q,Vs,t € R.

(A3) fo € LP'@(Ty), g € LP'@)(T3), g(x) > 0 c.t.p. sobre I's.

El operador A : X — X’ cumple las siguientes propiedades que se dan en la siguiente

proposicion
Proposicién 14. Si (A;) se cumple, entonces
(a) A es localmente Lipschitz continua.
(b) A es acotado, estrictamente mondtono. Ademds
(Au — Av,u —v) > kp|lu — v||%

donde

p~ sillu—vl|x > 1,

iSE
I

ptosiflu—o|x <1

De este modo, podemos tomar h(v) = ky||v|% .

Au,u
(c) <HuHx> — +oo  cuando ||ul|x — +o0.
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Demostracién:
(a) Asumimos que M es Lipschitz en [0, R1] con constante de Lipschitz Ly;, Ry > 0.

Tomamos u, v, w € B(0, Ry)
(Au — Av, w) = [M(L(u)) — M(L(v))] / |VulP@2Vu. Vo dr
Q
+ M(L(v))/ (IVuP?) 2y — Vo P?2Ve) Vw da.
0

Usando la desigualdad de H’,older, continuidad de la funcién de Lipschitz M, y la

desigualdad (||z|*~*z — [y|*~?y, 2 —y)| < o —y| (ja| + [y)* ", Vz,yeR"2<a<

400, obtenemos la siguiente desigualdad
[(Au — Av, w)| < Cllu — vl x[Jw]lx,

lo cual implica

|Au — Av||x < Cllu —v||x.

(b) La funcional S : X — X' definida por
(Su,v) = /Q |Vu PP =2V Vo dz, Yu,v € X, (4.10)
es acotada (ver [9]). Entonces
(Su,v) = M(L(u)){Su,v) Yu,v € X. (4.11)

Dado que M es continua y L estd acotada, entonces A esta acotada. Para obtener que

A sea estrictamente mondtono desarrollamos los mismos argumentos dados en [?].

Para establecer la desigualdad en (b), aplicamos el Lema 3 dado en [4] y obtenemos

(Au— Av,u — ) 2/

) (M(L(u))\wp(f)—?vu - M(L(v))|vu|p<w>—2w) (Vv — V) dx

1
zmo/ ——(|Vu — Vu[P™) do > @/ IVu — Vu|P') da
o p(x) Pt Ja

mo 5
— v —ll%.

(c)Para w € X con |ju||x > 1 obtenemos

Auuy M (L(U)> ) V[P dr

lullx [l

>mo|lul% ~' = 400 cuando ||ul|x = +oo.
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Para mostrar nuestro resultado principal, consideramos los espacios de Banach,

X,Y dados en (4.1) y (4.3) respectivamente, y el conjunto A en (4.5).

Proposicién 15. La forma b: X x Y — R definida en (4.4) es bilineal y verifica (i),
(i1) y (iii) de (By). Ademds

b(u, p) §/ g(x)|u(x)| dU para todo p € A; (4.12)
I's
/ g(x)|u(x)| dl (4.13)
I's
b(u, i — A) <0 para todo u € A. (4.14)

Entonces, A es un subconjunto convexo cerrado acotado de Y tal que Oy € A.

Demostracioén.
Las afirmaciones (i), (ii), (iii) y A acotada son idénticas a lo mostrado en [6], Teorema
3, paginas 138-139. Es facil comprobar (4.12) y para justificar (4.13), tenemos que

mostrar que se cumple para x € 2 en c.t.p.

31 (2)) (Va2 28 ) — g juta)

De hecho, sea x € Q.

Si |u(z)| = 0, entonces

—M( L(u) |Vu(x)|p(m)_2au—($)u(x) =0 = g(z)|u(z)| sobre I's.
ov

Si |u(z)| # 0, entonces

=g(z)|u(x)| sobre I's
Ademas, para todo u € A :

b(u7lLL - )‘> = b(u7 :u) o b(u7 A) = < By yu >Y><S - < )‘7’.}/“ >Y><S : (415)

Por lo tanto, gracias a (4.12), (4.13) y (4.14), obtenemos (4.15). B
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4.4. Interpretacion de los resultados

4.4.1. Existencia y unicidad de la solucién débil

Estamos listos para resolver el problema 1. Para esto, consideramos los espacios de
Banach X y Y dados en (4.1) y (4.2) respectivamente, la forma b : X xY — R definida
en (4.3) y el conjunto A en (4.4).

Teorema 15. Supongamos vdlidas las siguientes condiciones

(A1) M : [0, +00[— [mg, +00| es una funcion no decreciente, localmente Lipschitz -

continua, con mg > 0.

(A2) La funcion fi: QxR — R es de Caratheodory tal que V(z,t) € Q x R satisface

i) < &1 + lt"®7, paraa € C4 (), cona(z) < p(z)ya* < p.

(A3) fo € LP'@(Ty), g € LP'@)(Ts), g(x) > 0 c.t.p. sobre I's.

Entonces, el problema 1 tiene solucion unica (u, ) € X x A.
Demostracion:
Aplicamos el TPF Schauder y “congelamos” la variable de estado u en la funcién F'.

i,e) elegimos w € X fijo arbitrario y consideramos el siguiente problema:

Encuentre u € X y A € A tales que:
(Au,v ) +bv,A) = (fiv) , YweX (4.16)
blu,p—A) < 0 VueACY. (4.17)
con f = F(w) € X'. Segtn las hipdtesis sobre v y fi, dadas en (Ay), podemos inferir

que fi(w) € LY@ (Q) — X'.

Segun el teorema 14, el problema dado por (4.16)-(4.17) tiene solucion inica (ty,, Ay) €
X x A. Aqui por simplicidad quitamos el subindice w, luego, haciendo v = u en (4.16),

p =0y en (4.17) y usando la proposiciéon 14(b), obtenemos

Fpllullx < 2C1Callwl% + 2C2Cal] + ¢l folpieyra) lullx (4.18)
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donde

a-, sifw|x >1,
at, si|lwllx <1

y C, es la constante de inmersién de X < L@ (),

entonces

lullx < [+ [Jwllx)]7 7 <1, (4.19)

Por lo tanto,

Jullx < 1.

Como p~ > a™ + 1, tenemos
tr 1 —Ct° —C — 400 cuando t — +o0
Por lo tanto, existe algiin R; > 0 tal que
RY '-CR°-C>0 (4.20)

de (4.19) y (4.20) inferimos que si ||w||x < Ry entonces |jul|x < R;.

Entonces, existe B; = min{1, R} tal que
|lul|x < Ry para todo u € X. (4.21)
Para esta constante, definimos K como
K= {v cv e L@Q), |lv|lx < Rl}

que es un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de L™ ().

Ahora definimos el operador
T:K — L°DQ),  Tw=u,

donde u,, es la primera componente del tinico par de la solucién del problema (4.16) -
(4.17), (ww, Ap) € X x AL

De (4.21) tenemos que: |Tw||x < Ry, para todow € K, de este modo T'(K) C K C
Lo®)(Q). Ademas, si (u,)y>1 (1w, = u,) es una sucesién acotada en K y por (4.21)

también estd acotada en X. En consecuencia, de la inmersién compacta X < L@ (Q),

60



(Tw,),>1 es relativamente compacto en L@ (Q) y por lo tanto, en K.

Para probar la continuidad de 7', tomamos una sucesién (w,),>; en K tal que
w, — w fuertemente en L@ (Q) (4.22)
y supongamos u, = Tw,, la sucesién {(u,, \,)},>1 satisface

( Auy,v ) +bv,N\) = (F(w,),v), Yoe X

b(uy,,p—XN,) < 0, VueA.
Usando (4.21)-(4.22) podemos extraer una subsucesion (u,, ) de (u,) y una subsucesién
(wy,) de (w,) tal que
U, — u* débilmente en X,

u, — u* fuertemente en L¥*(Q) c.t.p. en Q,

(4.23)
w,, — w c.t.p.en 2,
L(u,,) — to, para algin ty > 0,
y en vista de la continuidad de M
M (L(uy,)) — M(to). (4.24)
Por demostrar que u* = Tw.
En efecto, elegimos a u,, —u* como funcién de prueba, luego tenemos
( Auy,,uy, —u® ) +b(uy, —u™,\) = ( Flwy,), ty, —u*) (4.25)

( Au™,uy, —u® ) +b(u,, —u*, ) = ( F(w),u,, —u").
Entonces
(ML) — M(L(uy, )] / IV P2V (Y, — Vi) da+
Q
M(L(u,,)) / (|IVu P@=2Vu* — |Vu,, P92V, ).(Vu, — Vu*) do+ (4.26)
Q

b(uy, —u*, N — A, ) = ( F(w) — Fwy,),u, —u*).
Puesto que, b(u,, —u*, A* — A,,) > 0 aplicar a + 8 < 0, luego por la desigualdad

|z[P~2z — |y|P~%y > C|o — y|P, p > 2, obtenemos

mon/ |V, — Vu'P@ de + [M(L(u*) — M(L(u,,k)]/ V[P =2Vu* (Y, — Vu*) de
0 O

< [ { F(wy,) = F(w), uy, —u” ) |
(4.27)
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Pero, usando (4.27) obtenemos

‘[M(L(u*) — M(L(uy,)] / \Vu* PO =2V u* (Vu, — Vu*) de
@ (4.28)

Vk

/ |Vt PO =2V y* (Vu,, — Vu*)dz| — 0 cuando k — oo,
0

donde ¥,, = méax{||u,|% , Hul,ng:} + méx{[Ju*||% Hu*”?} es acotado. Ademés, por
(Ay), (4.23), la inmersion compacta de X < L@ (Q), y por el teorema de Krasnoselki,

deducimos la continuidad del operador de Nemytskii

Ny - L@(Q) — LY@(Q)

(4.29)
w — Np(w),
dado por (Np(w))(z) = fi(z,w(x)), xe€ Q.
Por lo tanto,
1 f1(wy,) — fi(w )Ha @ — 0
De la definicién de F' y la convergencia anterior se deduce que
[(Flwn) = F(w),uy, — )| — 0 (4:30)

Asi, de (4.27)-(4.29) concluimos que
Uy, —u* en X

Dado que el posible limite de la sucesién (u,),>; estd determinado de forma tnica,

entonces, toda la sucesion converge hacia u* € X.

Por lo tanto, por la convergencia fuerte

Uy, — wk, enX

y por la inmersién continua X — L*®)(Q), obtenemos u* = Tw = u,,. Por otro lado
b(’l},)\) _ <F(w),v> — <AU,U> < <F(w) >
[0l x o]l x = lllx

Uﬁxwmm+ ﬁwwwyumwwwmm/ (4.31)

+ [ Aul|x

||v|lx

< C(Lf1(w)lla@) + | follpr@),re + [1AOl|xr + 1)
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Luego, usando la acotacién del operador Ny, y la sucesién (u,),>1, y la propiedad

inf-sup de la forma b, obtenemos ||\, |y < C. Luego, la subsucesion
A, — Ao converge débilmente en Y
para algin \g € Y.

Entonces (u*, A*) y (u*, \g) son soluciones del problema (4.16)-(4.17). Asi, por la

unicidad A\g = \* = \,,, esto muestra la continuidad de 7.

T es compacto. En efecto, sea (w,),>1 C K una sucesién acotada en L@ (Q) y
u, = T(w,). Como 3C' > 0 : ||w,||x < C y la subsucesién nuevamente denotada por

(w,)y>1 tenemos que
w, — w  converge débilmente en X
Por la inmersién compacta de X en L*®)(Q), se sigue que
w, — w fuertemente en L@ (Q).

Ahora, siguiendo los mismos argumentos que en la demostracién de la continuidad de
T obtenemos

u, = T(w,) = T(w) =u fuertemente en X.

De este modo

T(w,) — T(w) fuertemente en L*®(Q).

Por lo tanto, podemos aplicar el TPF Schauder, asi T" posee un punto fijo. Esto nos

da una solucién (u, Ag) € X x A del Problema 1, por lo que concluye la demostracién.ll

Para la unicidad de la solucién del problema 1 dado en (4.8), necesitamos la siguiente
hipétesis sobre el término no lineal f;.

(A4) Existe by > 0 tal que
(fi(w,t) — filz, s))(t —s) < bolt — sP@  ctp. x€Q, Vt, s €R.

Por lo tanto, nuestro resultado de unicidad dice lo siguiente:
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Teorema 16. Asumiendo que (Al) — (A4) se cumplen, si ademds 2 < p(z) para todo

x €, entonces (4.8) tiene una tnica solucién débil siempre que

k

P <1,
boA: !
donde o
VuP¥) dx
A\, = inf f9|—|
weX\(0} [, [u|P@® dx
Demostraciéon:

El teorema 15 nos garantiza la existencia de una solucién débil (u, ) € X x A. Sean
(u1, A1), (ug, A2) dos soluciones del problema 1 dado en (4.8). Considerando la formu-

lacién débil de u; y us tenemos

( Auj,v ) +b(v,N) = (F(u),v ), Yoe X (4.32)
blujm—2X;) < 0, YueACY i=1,2.
Eligiendo v =uy —ug, g =Xy sit=1y pu=>XA sii=2, tenemos
(Aup — Aug,ug —ug ) +b(ug —ug, Ay — Xg) = (F(uy) — F(ug),uy —ug ) ,Yo € X
b(uy —ug, Ao — A1) < 0 YueACY. (4.33)
resulta, que
(Auy — Aug,up —ug ) = ( F(u1) — Fug),us — ug ) + b(uy — ug, Ay — \y)

Asi, usando (4.33) y repitiendo los mismos pasos usados para demostrar la propo-

sicién 14-(b) obtenemos

by [ 1V = Vol do < | () = filua).on = 0n)|

Q
<| [ (utavun) = fiewa)) s = )
Q

< / lug — uglp(‘”) dx < bg)\*l/ |Vu, — Vu2|p(x) dx

Q Q

En consecuencia, cuando
Fy
bo:

se sigue que u; = uy. Lo cual completa la demostracion.ll

<1,
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Conclusiones y/o sugerencias

En este trabajo de tesis consideramos un problema de contacto friccional del tipo
p(z)— Kirchhoff, que modela la deformacién por cizallamiento antiplano de un cuerpo
cilindrico de material elastico no lineal en contacto por friccién de una parte de su fron-
tera con un obstédculo rigido. En este caso (de cizallamiento antiplano) nuestro modelo
a estudiar se simplifica bastante, pero a cambio el modelo es sumamente ilustrativo.
Al ser los operadores de Kirchhoff y la no linealidad fuente ubicadas con exponentes
variables (funciones dependientes de la variable especial), nuestro problema es general
y lo ubicamos en el contexto de los espacios generalizados de Lebesgue y de Sobolev
de exponente variable.

Asi, podemos extraer las siguientes conclusiones:

1) El modelo es general y bien construido, en particular para M = 1y fi(x,u) = fi(z),
coincide con el modelo estudiado por Cojan y Matei, siendo asi un modelo nuevo

en mecanica del contacto.

2) Los espacios W™P@)(Q) resultan ser los adecuados para obtener la solucién débil

del problema planteado, pues se probé que en el subespacio cerrado
X = {u e Whr@(Q) u]p}
se obtiene el resultado buscado.

3) El utilizar el método de multiplicadores de Lagrange para la formulacién abstracta
de (I), nos permite usar nuevas técnicas del andlisis funcional para garantizar la
existencia de la solucién para el problema linealizado; facilitandonos el analisis

numérico.

4) El teorema del punto fijo de Schauder resuelve definitivamente el problema no
lineal; nuestro trabajo ilustra de manera explicita la obtenciéon de cotas cuando

hay fuentes no lineales complicadas.

5) Las estrategias planteadas en (3) y (4) permiten demostrar la existencia y unicidad
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de la solucién débil y, manipular técnicas avanzadas del andlisis funcional y los

espacios de Sobolev con exponentes variables.

6) Precisamos que la metodologia utilizada puede ser usada para resolver otros mo-
delos de desigualdades variacionales, hemivariacionales y en diferentes contextos:

espacios de Orlicz, espacios de Markusewitz, etc.
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