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PRESENTACION

El presente trabajo monografico titulado: “SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES
ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES”, presenta un conjunto de métodos iterativos para el
calculo aproximado de las raices de ecuaciones Algebraicas y Trascendentes que por su

naturaleza no pueden ser halladas con métodos analiticos.

El trabajo presenta dos tipos de solucidn para el calculo de la raiz real de una ecuacion: una
solucién geométrica aproximada de la raiz y otra solucién iterativa con su algoritmo de solucion,

asi como su criterio de convergencia.

El autor
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INTRODUCCION

El periodo de 1700 a.c. a 1700 d.c, se caracteriz6 por la invencion gradual de simbolos y
la resolucién de ecuaciones. Dentro de esta fase encontramos un algebra desarrollada por los
griegos (300 a.c.), llamada &lgebra geométrica, rica en métodos geométricos para resolver

ecuaciones algebraicas.

La introduccion de la notacion simbdlica asociada a Viéte (1540-1603), marca el inicio de
una nueva etapa en la cual Descartes (1596-1650) contribuye de forma importante al
desarrollo de dicha notacion. En este momento, el algebra se convierte en la ciencia de los
calculos simbdlicos y de las ecuaciones. Posteriormente, Euler (1707-1783) la define como la
teoria de los "calculos con cantidades de distintas clases" (célculos con numeros racionales
enteros, fracciones ordinarias, raices cuadradas y cubicas, progresiones y todo tipo de

ecuaciones). Para llegar al actual proceso de resolucion de ecuaciones del tipo:

ax"+a _x""+a x"?+ .. +ax+a,=0.

En una gran variedad de problemas de la vida diaria asi como en el desarrollo de la
ciencia, se modelan por medio de ecuaciones, existiendo formulas generales para resolver
las ecuaciones de primer y segundo grado, en este sentido Girolamo Cardano (1501-1576)
presentd la solucion particular para ecuaciones de tercer grado, mas no para el modelo
general ax® +bx® +cx+d =0, presentando de esta manera una dificultad en la
solucion analitica de estos problemas, y aun aumentado este problema en ecuaciones de

mayor grado y de las ecuaciones trascendentes.

El objetivo de la presente monografia denominada Solucién numérica de ecuaciones
algebraicas y trascendentes, desarrolla teéricamente y a modo de ejemplos un conjunto de

métodos alternativos al problema anteriormente mencionado.


http://www.monografias.com/trabajos36/signos-simbolos/signos-simbolos.shtml
http://www.monografias.com/trabajos13/discurso/discurso.shtml
http://www.monografias.com/trabajos16/marca/marca.shtml
http://www.monografias.com/trabajos16/ciencia-y-tecnologia/ciencia-y-tecnologia.shtml
http://www.monografias.com/trabajos15/calidad-serv/calidad-serv.shtml#PLANT
http://www.monografias.com/trabajos13/sumato/sumato.shtml#SOLUCION

CAPITULO |

SOLUCION GRAFICA DE RAICES DE ECUACIONES ALGEBRAICAS Y
TRASCENDENTES

Frecuentemente en el quehacer diario, nos encontramos con expresiones de la forma

f(x)=0, siendo necesario el célculo de x, esto es la raiz de f, en este capitulo

estudiaremos métodos graficos y analiticos que nos permitiran aproximar este valor a través

de una sucesion de valores reales.

.- Solucién grafica.- Nos permite estimar los valores de las raices.

a.- Primera Forma.- Consiste en trazar las graficas de la funcion asociada f donde
puedan reconocerse si existen valores r e R talque f(r)=0.

Ejemplo: Aproximar los valores de las raices de la ecuacion.
2x® +3x? -12x+6=0

Solucién.- Obtenemos la funcién f asociada.

f(x)=2x°+3x* —12x+6

X |[-4|-3[-2]-1|1 |2 Raices aproximadas.

Y | -26/15|26(19| -1 | 10 ri~-3.5 r2~0.6 r3~1.4




b.- Segunda Forma.- Consiste en transformar la funcion asociada f en la forma

f,(x)=f,(x), luego f, y f, se grafican en el mismo sistema de coordenadas

donde las raices de f son las intersecciones de las graficas.

Ejemplo: Estimar los valores de las raices de la ecuacion.
1
X*+=-2=0
X

Solucién.- Obtenemos la funcion asociada.

f(x)=x2+1—2
X

Despejando tenemos: x° —2 = —

X

Luego: f,(X)=x*-2; fz(x):—%

X [2|11]0 (1 [2 Raices aproximadas.

f1]12 |1(-21]2

f2 {05 1 -1 1-05r~-16 r2~0.6 r3=




Ejemplo: Estimar los valores de las raices de la ecuacion.
1
senx——+1=0
X
Solucién.- Obtenemos la funcion asociada.
1
f(x)=senx—=+1
X

Despejando tenemos:

SEeNnx = l—1
X

Luego: f,(x)=senx , f,(X) :i—l

X110 |1 2 3 4 5 6 Raices aproximadas.

f1 10 084 09 |0.14 -0.75 -0.95 -0.27

f2 0 |[-05|-06|-0.75/-0.8|-083r1~06 |r2~¢r3~35.3

Graficamente se puede observar que la ecuacién posee infinitas raices positivas conforme
X —> 00,
Observacion.- La descomposicion de la funcion f(x) =0, puede realizarse de muchas

formas, entre las cuales se procura elegir aquellas en que resulta mas "simple”

lagréficade f, y f,.



CAPITULO li

SOLUCION ITERATIVA DE RAICES DE ECUACIONES ALGEBRAICAS Y
TRASCENDENTES

Proposicion (Existencia).- Sea  f:R—R, una funcion continua en [a,b], si

f(a)f(b) <0 entonces f posee al menos una raiz en [a,b] .

Es decir 3r e[a,b]/ f (r)=0.

Geométricamente se puede establecer la solucién en la interseccién de la funcién con el eje
X.

10



Il.- Solucién lIterativa.- A continuacion se presentan diversos métodos iterativos que van a

permitir mejorar la obtencién de los valores de las raices.

METODO DE BISECCION
Sea f:[a,b]—> R, unafuncion continua, talque f posee una raizen [a,b].

Procedimiento:
NP L . a+b Y
i ).-Calculo de la aproximacion de laraiz x, = — formula de iteracion.

i).-Si f(a)f(x,)=<0,entonces laraiz se encuentra en [a, xn] , hacer
b=x,, regresar ai).
- Si f(x,)f(b) <0, entonces laraiz se encuentra en[x,,b] , hacer
a=x,,regresarai).
Si f(x,)=0, entonces laraiz r =x, .

iii).- El proceso termina si el error es aceptable, constituyéndose una sucesion.

Xys Xy Xgyeee —> wory
B Hvan: (E=8BoR (>
Método de Biseccién
Ingreso de datt Operaci
’7f(x): xA3x+exp(x)15 x| 2 | B[ 4 [ n 10 ‘ Graficar || Simular <|_ r ,|
el S St e b f(a): 0.110944
f(b): 1.21828
e T r -1.5
T -
Al ‘ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, . ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, . ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, | Saiir ‘
25 2 -1.5 1 05

11



Ejemplo: Hallar la raiz en la ecuacién e ™ —x =0

Solucién.- Construimos la funcién asociada, f(x)=e™—x , que es continua en

[0,1], ademas f(0)=1y f(1)=-0.6321.
Donde se concluye que f posee unaraizen a=0,b=1.

A continuacién se presentan 8 aproximaciones para esta raiz.

L e (E=8 RoR =)

Método de Biseccidén

o

Simular

{ I

Ingreso de d
(f(x): exp(-x)-x |0 bk 1 n 8 ‘ Graficar

2  Ri

f(a): 0.0072828
f(b): -0.0049631
r: | 0.566406

B R -Bl A i i e e t-iirii |

1

0.5

o

05

-1

15

Iteracion 1 2 3 4
Aproximacion 0.5 0.75 0.625 | 0.562
Iteracion 5 6 7 8
Aproximacién 0.593 | 0.578 0.570 | 0.56641

12



Error del Método de Biseccion
Sea r unaraizde f en [a,b], X,X,,X,,..., aproximaciones de la raiz.

Grafica.

De la grafica tenemos:

b-a
a5
(b_aj
2 b—a
r—x|< =
| 2| 2 22
(b_a)
22 b—a
|r——x%|s PR
7
x| 2 obma .
2 2°

b-a T
Ir—x,|< 5 ermor absoluto en la n-esima iteracion, donde r €[a,b].
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Ejemplo: En la ecuacion e —x =0, r e[a,b],donde a=0, b=1.
En la primera iteracion: e,<1/2

En la segunda iteracion: €,<1/4

En la n-esima iteracion: €,<1/2" ; &, error absoluto.

Diagrama de flujo: Método de Biseccién.

Inicio

/ funcidn, a, b, n /

— =1 1

f(r) =eval(f)

f(a) = eval(f)

r=(a+h)/2

14



Ejemplo: Calcular el valor de x en la ecuacion xsen(1/x)—0.2e™ =0

Solucion.- Construimos la funcién asociada, f(x)=xsen(l/x)—0.2e™*, que es

continua en [0.1,0.5], ademas f(0.1)=-0.2354 y f(0.5)=0.3333.

Donde se concluye que f posee unaraizen a=0.1, b=0.5.

A continuacién se presentan 8 aproximaciones para esta raiz.

B Han: = e e
Método de Biseccidén
Ingreso de dat 0 i
’7f(x): x~sin(1.Jx)02%exp(x 2 041 b: 05 n: 8 Graficar | Simular | ‘4 H
B IS NS MU VRN RV UV RO i f(a): 0.003728;
f(b): 0.0058312
r: |0.364062
| I I A |
\/
Sali ‘
Iteraciéon 1 2 3 4
Aproximacion 0.3 0.4 0.35 0.375
Iteracion 5 6 7 8
Aproximacion 0.3625 | 0.36875| 0.36567 0.36406

15



METODO DE LA REGLA FALSA

Sea f:[a,b]—> R, unafuncion continua, talque f posee una raizen [a,b].

i).- Construyamos una recta L, que pasa por los puntos P(a, f(a)) y Q(b, f (b)), su ecuacion
estaria dado por:

y- f(a){w}(x—a) . (%)

Consideremos la interseccion de L, con el eje X como la primera aproximacion de la raiz,
es decir y =0 reemplazando en (*) tenemos:

a—f(a):[w}(x—a)

Despejando x se obtiene:

b-a
X:a_f(a){—f(b)—f(a)}

Donde X, =X, primera aproximacion.
Procedimiento:

i).- Calculo de la aproximacion de la raiz.

[b—a]

———4 5 formula deiteracion.
f(b)-f(a)

x. =a— f(a)

ii).- -Si f(a)f(x,)=<0,entonces laraiz se encuentra en [a, xn] , hacer b=x_,
regresar ai).
- Si f(x,)f(b) <0, entonces la raiz se encuentra en[x,,b] , hacer
a=x,,regresarai).
Si f(x,)=0,entonces laraiz r =x, .

iii).- El proceso termina si el error es aceptable, constituyéndose una sucesion.

X0, Xy Xgy oo = oy T

16



Ejemplo: Hallar la raiz en la ecuacién e ™ + x—2=0

Solucién.- Construimos la funcién asociada, f(x)=e™ +x—2 , que es continua en

[1,2],ademas f(1)=-0.6321 y f(2)=0.1353.
Donde se concluye que f posee unaraizen a=1,b=2 .

A continuacién se presentan 8 aproximaciones para esta raiz.

B Hiane: =] ]

Método de la Regla falsa

Ingreso de 0

sl el e e ]
Y E— —— ——— ———— 1

f(a): |-1.12799¢-

fb): |0.135336

e Sl S 7 r: | 184141

Iteracion 1 2 3 4
Aproximacion 1.8237 | 1.8412 | 1.8414| 1.8414
Iteracion 5 6 7 8
Aproximacién 1.8414 | 1.8414 | 1.8414| 1.8414

17



Ejemplo: Hallar a raiz en la ecuacion x*+2x-11=0

Solucién.- Construimos la funcion asociada, f(x)=x>+2x—-11, que es continua en

[1,2],ademas f(1)=-8 y f(2)=1.
Donde se concluye que f posee unaraizen a=1,b=2 .

A continuacién se presentan 8 aproximaciones para esta raiz.

B Hwvin: =l e
Método de la Regla falsa
(f(x): XA3+27x-11 a1 bk 2 n 8 ‘ I Graficar | S | "7 H ‘
B S E _f(a): 5.14188e-
] T S S0 SO 4 | e 1
I I A S A S i r | 192627
A A R A I s |
Iteracion 1 2 3 4
Aproximacion 1.8889 | 1.9251 | 1.9262| 1.9263
Iteracién 5 6 7 8
Aproximacion 1.9263 | 1.9263 | 1.9263| 1.9263

18



Ejemplo: Hallar la raiz en la ecuacion x* —x+e™*-1.5=0

Solucién.- Construimos la funcion asociada, f(x)=x*-x+e*-15 , que es

continuaen [0, 2], ademas f(0)=-0.5 y f(2)=4.63534.
Donde se concluye que f posee unaraizen a=0,b=2 .

A continuacién se presentan 8 aproximaciones para esta raiz.

B Hvin: == e

Método de la Regla falsa

o

Ingreso de dat

|t [sssemptonts | o ] w2 w8 ]| _oeer |_orsw | |
B o m o e L b f(a): -0.112749
. f(h): | 4.63534

r | 1.36951

I S S SO S S ] s |
Iteracion 1 2 3 4
Aproximacion 0.19473 0.47843| 0.80143 | 1.0699
Iteracion 5 6 7 8
Aproximacion 1.2352 | 1.3176 | 1.3542 | 1.3695

19



METODO DE MULLER

Sea f:[a,b] > R, unafuncion continua, talque f posee una raiz en [a,b]. El método de

Mdiller, es una extension del método de la Regla Falsa el cual aproxima la funcién asociada f a
través de una linea recta, el Método de Mller aproximara a la funcién f por un polinomio de

segundo grado.

Consideremos tres valores iniciales X, X,,X;, Y construyamos el polinomio de segundo grado

P(x) = ax® +bx+c, que pase por los puntos A(x,, f (%)), B(X,, f(X,)),y C(X,, f(Xy)).
Reemplazando los valores de x en el polinomio tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

ax,” +bx +c = f(x)
ax,” +bx, +¢ = f(x,)

ax,” +bx, +c= f(x,)

De donde obtendremos los valores de a,b, y c.

Intersectemos el polinomio P(x) con el eje X ,estoes P(x)=0.

Reemplazando se tiene:  ax®+bx+c=0

20



Utilizamos la formula general de segundo grado para determinar el valor de Xx.

_ —B++/B?-4AC

B 2A

De donde se tomaré la primera aproximacion de la raiz, siendo el que se encuentre mas cercano

a la raiz.

Procedimiento:

i). Consideremos tres valores iniciales x;,X,,X; , y construyamos el polinomio de
segundo grado: P(x)=ax’+bx+c, que pase por los puntos A(x, f(x)),

B(x, T(x,)),y C(x, (X))

ii). Calculo de la primera aproximacion de la raiz en la férmula.

_-B++/B?-4AC

2A

h

iii). Asignar el valor de r, en uno de los valores x,X,,0 X, y regresara i).

El proceso termina si el error es aceptable, constituyéndose una sucesion.

X( Xy Xgy e = oy T

21



Ejemplo: Hallar la raiz en la ecuacion Inx —x+2=0.

Solucion.- Construimos la funcién asociada, f(x)=Inx—x+ 2 , que es continua en

[3,4],ademas f(3)=0.0986 y f(4)=-0.6137.
Donde se concluye que f posee unaraizen a=3,b=4 .
Consideremos los valores iniciales: x, =2, x, =3, X, =3.14

A continuacién se presentan los valores para la primera aproximacién de esta raiz.

B Hnin == =)
Método de Muller
|I‘IQTESO de d _r‘l i
’Vr(x): log(x)-x+2 x1: 2 (x2) 3 (%3314 Graficar Simular “ v
A -0.069891
T LT S e B ARCTTTEREEY PRI B
B: -0.24508
N % ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, N C: 1.46287
—— :
015 T R \ rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr - 3.1462
\ \Aproximacic
ol . N 56528
R SRS S RN SN RO N \\D ........ ]
Iteracion Aproximacion 1 Aproximacion 2
1 3.1462 -6.6528

22



" r 7 —_ 2
Ejemplo: Hallar la raiz en la ecuaciéon e™ —cosx=0.

. . .r . - 2 .
Solucioén.- Construimos la funcion asociada, f(x)=e™ —cosx, que es continua en

[1,2],ademas f(1)=-0.1724 y f(2)=0.4345.
Donde se concluye que f posee unaraizen a=1,b=2 .
Consideremos los valores iniciales: x, =1, x, =1.4, X, =2.

A continuacién se presentan los valores para la primera aproximacion de esta raiz.

T =To s

Método de Muller

Operaci

Ingreso de d
’V fixy: | exp(xA2)-cos(x) |x1:| 1 x2: 14 |x3 2 ‘ Graficar Simular “ 3
A: 0414333
] i L B e R h B: 0.636115

C: 0.0493584

Aproximacic
1.4533

Iteracion Aproximacién 1 Aproximacién 2

1 0.08197 1.4533

23



METODO DEL PUNTO FIJO

Definicion.- Dada una funciéon g:R — R, pe Dom(g) es llamado un punto fijo de g, sise
verifica: g(p) = p.
Ejemplo:
1) Sea g(x)=x*—-2x+1
p=1 peDom(g)
Ademas g =1

Porlotanto  :p =1 esun punto fijo de g.

2) Sea g(x)=18-2x
p=6, peDom(g)
Ademas :9(6)=6

Porlotanto  : p =6 esun punto fijo de g.

Teorema de existencia y unicidad del punto fijo

Si g:R —R escontinuaen [a,b] talque g(x)e[a,b], Vxe[a,b], entonces g posee al

menos un punto fijo.

Ademas si g'(x) existe Vxe(a,b) , talque |g'(x)|<1, entonces g posee un Unico punto

fjoen [a,b] .

Prueba. Existencia

Casos:

i) Si g(@)=a o g(b)=Db, laprueba es obvia.

24



Si g(@=ay g(b)=b,entonces:

g(@>ay g(b)<b ,porque g(a)y g(b)e[a,b].

g(@a)-a>=0 vy g(b)-b=<0.

Definamos una funcion: h(x) = g(x) —x

h es continuaen [a,b] dado que g y y=x son funciones continuas.
Ademas: h(a)>~0 y h(b)<0

Donde: h(a)h(b) <0 por la proposicion de existencia, existe

refa,b] talque h(r)=0

h(r)=g(r)-r=0 — g(r)=r, r esunpuntofijode g.

[ =] 2 ==

25



Unicidad:

Supongamos que p y g son puntos fijosde g, p=qQ
Es decir g(p)=p, g(a)=q.

Por el teorema del valor medio, existe ¢ (a, b) talque
g(p)—g(a)=g'(c)(p-q)

Aplicando valor absoluto tenemos:

9(P) - 9(@)|=[g'(c)[|p—a[<[p-q
l9(P)—g(@)|=<[p-q|

Reemplazando: g(p)=p, 9(q)=q

|p—a|<|p—a| contradiccion.

Porlo tanto p es Unico.

Procedimiento. Sea f(x)=0 , sumemos x en la igualdad

X = f(x)+x , reemplacemos g(x)= f(x)+X
X=9g(x), g sedenomina funcién asociada del punto fijo.
X =0(X,) o, formula de iteracion.

i). Determinar un valor inicial X, .

ii). Sustituir el valor inicial x, en la formula de iteracion obteniendo X, .

X, = 9(x,)
iii). Sustituir el valor x, en la formula de iteracion obteniendo X, .

Xy = g(xz)

26



El proceso termina si el error es aceptable, constituyéndose una sucesion.

X(, Xp0 Xgy e = ey P

HM: [E=SiECR ==

Método del Punto fijo

Ingreso de dat Operaci
’79(,); exp(-x.A2)-x-2 xe: 1 n:| 10 ’7 Graficar | Simular 4| >|
L) T T P P T T
g(r): -0.632121
e - r Kl
S TR T T L RLITETEEEPEI SPREETP PR B
H H H H H Salir |
2 L L 1 L
25 -2 -1.5 -1 05 1] 05

27



Ejemplo: Hallar la raiz en la ecuacion x—cosx=0.

Solucién.- Despejando de la igualdad, tenemos x=cosx, donde g(x)=cosx es
la funcién asociada del punto fijo.

Consideremos x, = 0.3 valor inicial.

B o les

Método del Punto fijo

Ingreso de dat 0
’79()(); cos(x) %x0: 03  n: 8 ‘ ’7 Graficar ‘ Simular | 4 ‘ 3 ‘
T T T T T T —

(15 S W A SR S |1 e
oo i e e i - —
A continuacién se presentan 8 aproximaciones para este punto fijo.
Consideremos el valor inicial xo = 0.3
x1 = 0.9459905421
x2 = 0.58493976040
lteracién 1 2 3 4
Aproximacion 0.3 0.95534 | 0.57733 | 0.83792
lteracién 5 6 7 8
Aproximacion 0.66901f 0.78444| 0.70779 | 0.7598

28



Ejemplo: Hallar la raiz negativa de la ecuacion x* —x—11=0.

Solucién.- Despejando de la igualdad, tenemos x = x> —11, donde g(x)=x*-11

es la funcion asociada del punto fijo.

Consideremos x, =—3 valor inicial.

A continuacién se presentan 8 aproximaciones para esta ecuacion.

B E=me

Método del Punto fijo

reso de date 0

Ing
’79(X): XA2.11 x0:] 3 | n:| 8 ‘ ’7 Graficar ‘ Simular | ‘ ‘,‘

gir): 3.1617e+0
r 1.77812e+

Iteracion 1 2 3 4
Aproximacion -3 -2 -7 38

Iteracion 5 6 7 8
Aproximacion 1433 2053478 42167718964 | 17781165226

X, =177811652268845, como se puede ver las aproximaciones no

garantizan convergencia al punto fijo.
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Criterio de convergencia

Sea g:R—R una funcién continua en [a,b] y diferenciable Vxe(a,b), la
sucesion X, = 9(X,) converge, i existe un nimero

meR/|g'(x)|<m=<1,vxe(a,b)

Demostracion.

Sea p unpuntofijode g, esdecir p=g(p)----(%)

En la sucesion x.., =g(x,) ----(1)
Restando (1) de (*), tenemos: p—x.., =g(p)—9(x,)
Por el teorema de valor medio, existe ¢, € (X, , p)
telque - g(p)—9(x,) =9'C)(P—x,)
9(p) - 9(x,)|=]9'@)[[P—x,[<m|p-x,]
[P =X, =9(P) -9 (x,)| <m[p—x,|
p-xlsmlp-x|  -eee- @
Enlasucesion x. =g(x,,) ------ (2)
Restando (2) de (*) tenemos: p—x,=09(p)—9(X,,)
Por el teorema de valor medio, existe ¢, € (X, , , p)
Talque: 9(p)—9(x,4) =9'(C)(P—%,)
9(P) — 9 (X[ =9'(C)|[p— %o | < m|p—X, |
[p=x[=lg(P - 9%, )[<m|p—x,_]
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[P [<m[p—x.|  ----- (b)

Enlasucesion x. , =9(x,,) ------ (3)
Restando (3) de (*) tenemos: pP—X,, =9(p)—9(X, )
Por el teorema de valor medio, existe ¢, € <xn_2 , p)
talque: g(p)—9(x,,) =9'(C)(P— X, ;)

19(P) ~ 9 (%,_)| =19 '(©)]|[ P~ X, | SM[P =X, ,|

[P =X =[9(P) —9(x, ) <m[p—X,_,|
lp—x|<mlp—-x_| ----- (c)

Siguiendo el mismo procedimiento de (a), (b) y (c) tenemos:

| p- Xn—k| < m‘ p- Xn—(k+l)

Donde: [p—X,.|<m|p—x,|<m?|p—x,|< .. <m“p—x_]

n+1
. k+1
Luego: |p— X, | <m“*{p—x, |
En este proceso iterativo, si k — oo entonces:
k+1

m“ —>0 (porser m=1)

—>P

n+1

Ip—Xu|>0 , X

.. Lasucesion x.., =g(x,) convergea p
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DIAGRAMA DE FLUJO : Punto Fijo

Inicio
|
/ funcién, x1, n /
y
i=1
) 2
i=i+l
A
xnl =g(xn) /2
i<=n
xnl
fin
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Ejemplo: Hallar la raiz en la ecuacion cosx —x*+3=0.

Solucion.- Despejando de la igualdad, tenemos x = *v/cosx+3 , donde

g(x) =+/cos x+3 es la funcion asociada del punto fijo para encontrar el valor positivo.
Consideremos x, =1.5 valor inicial.

A continuacidn se presentan 8 aproximaciones para este punto fijo.

R e e

Método del Punto fijo

Ingreso de d 0
’79(!): sqrt(cos(x)+3) xo: 15 n| 8 ‘ ’7 Graficar Simular ‘ “ | >|
g(r): 1.69569
S R S S S S i r | 1.69574

Iteracion 1 2 3 4
Aproximacion 15 1.7524 |1.6791 | 1.7006
Iteracion 5 6 7 8
Aproximacion 1.6943 | 1.6961 | 1.6956 | 1.6957
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Ejemplo: Hallar la raiz en la ecuacion x—5—-cosx=0.

Solucién.- Despejando de la igualdad, tenemos x =5+ cos x, donde

g(x) =5+cos x es la funcion asociada del punto fijo.

Consideremos x, =6 valor inicial.

A continuacién se presentan 8 aproximaciones para este punto fijo.

B Hmm:

Método del Punto fijo

1]

Ingreso de dat
’790‘)3 5+cos(x)

0! & h1 8 ‘

Simular

[

’7 Graficar

L ——————

a(r): | 5.94255
r: | 5.94256

Iteracion 1 2 3 4
Aproximacién 6 5.9602 | 5.9483 | 5.9444
Iteracion 5 6 7 8
Aproximacion 5.9432 | 5.9428 | 5.9426 | 5.9426
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Ejemplo: Hallar |a raiz en la ecuacion IX=x+cosx=0.

Solucion.- Despejando de la igualdad, tenemos x = \& +cos X, donde

g(x) =X +cosx , es lafuncion asociada del punto fijo.
Consideremos x, =1.2 valor inicial.

A continuacién se presentan 8 aproximaciones para este punto fijo.

Lz == s

Método del Punto fijo

Ingreso de dat

’79()()3 sqrt(x)}+cos(x) %01 12 | n: 8 ‘ ’7 Graficar

1]

Simular

{1

.+ B B i -

air): | 1.36854
r | 1.37249

Iteracion 1 2 3 4
Aproximacion 1.2 1.4578 | 1.3201 | 1.397

Iteracion 5 6 7 8
Aproximacion 1.3649 | 1.3782 | 1.3654 | 1.3725
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METODO DE NEWTON - RAPHSON 1° ORDEN

Sea f:R—>R una funcion continua en [a,b] y k+1veces diferenciable en (a,b),

tenemos su desarrollo de Taylor alrededor de X, .

Si x esunaraizde f, entonces en (a)tenemos:
0= f(x)+f (%) (x=x)

_f(x)

Despejando X: X~ X, F100)
Xn

Si x, es una aproximacion de laraiz de f , se obtiene la formula de Newton de 1° orden:

)
n+1 n f'(Xn)

Observaciones: 1). La funcién asociada del punto fijo para el método de Newton de 1° orden,

f(X)

estd dadapor: g(x)=x————=—.

f(x)

2). La aproximacion lineal, considera como pendientea f'(x,) enla

construccion de las aproximaciones.
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Gréfica:

B Hiran:

Método de Newton 1° orden

(]

(

Ingreso de dat

f(x): xA3-x+exp(-x)-15  *o: 1  ni 10 ‘

’V Graficar

it Simular

il

[

f(ry: | 1.84835
1.69365

r

Ejemplo: Hallar |a raiz en la ecuacion In( l) x —1=0.
X

Solucion.- Aplicando

X+Inx=0,yco

Consideremos X, =1

las propiedades de logaritmos y despejando tenemos:

nstruimos la funcion asociada, f (x) = x+1In x.

valor inicial.

A continuacidn se presentan 8 aproximaciones para esta raiz.

B Hvn: [E=3 ==
Método de Newton 1° orden
Ingreso de dat Oy i
’7“*)1 x+log(x) %01 1 | m g ‘ ’V Graficar a N
S FO T SO SO SO S 1 | fm: 1110226

r: 0567143
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lteracion 1 2 3 4

Aproximacion 0.5 0.56438| 0.56714 | 0.56714
Iteracion 5 6 7 8
Aproximacion 0.56714 0.56714| 0.56714 | 0.56714

Criterio de convergencia

Sea f :R — IR unafuncion continua en [a, b] y diferenciable Vx e (a,b), y

9(x)=x- ff '((X )) ; funcion asociada del punto fijo para el método de Newton de 1°
X
orden.
I 2 - " n
9'(X)=1—[f OF = £ £ () _ F()-f"(x)

[f (P [f (0F

Para el cual se garantiza su convergencia si |g'(x)| <1, Vxe(a,b).

Reemplazando se obtiene:

f(x).f"(x)

T '(X)]2 <1, VXe<a,b>

La condicion de convergencia del método de Newton Raphson.
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Ejemplo: Hallar la raiz en la ecuacion x* +sin(x) —5=0.
Solucién.- Construimos la funcion asociada f (x) = x* +sin(x) —5
Consideremos X, =—2 valor inicial.

A continuacién se presentan 8 aproximaciones para esta raiz.

Método de Newton 1° orden

r‘l

Ingreso de d
’7“*): X.A2+sin(x)-5 %01 .2 n 8 ‘ ’7 Graficar

Simular | 4 ‘»‘

""""""" 7 f(r): 8.88178e<{
- r | -2.38468

|- B E=SE=R ~|

Iteracion 1 2 3 4
Aproximacion -2.4323| -2.3852 | -2.3847 | -2.3847
Iteracion 5 6 7 8
Aproximacion -2.3847| -2.3847 | -2.3847 | -2.3847
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METODO DE NEWTON - RAPHSON 2° ORDEN

Sea f:R — R una funcion continua en [a,b] y k +1veces diferenciable en (a, b),

tenemos su desarrollo de Taylor alrededor de x; .

f(x)~ f(xo) + f '(Xo) (X_Xo) t—
Si x esunaraizde f y h=x-x,, entonces en (a) tenemos:
0~ f"(x,)h*+2f '(x,)h+2 f(x,)

Una ecuacion de segundo grado en h.

Dénde:

Reemplazando h por x—x, y despejando tenemos la formula de iteracion:
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Ejemplo: Hallar la raiz en la ecuacién 1+2x—tanx=0.

Solucién.- Construimos la funcién asociada f (x) =1+2x—tan x.

Consideremos X, =—0.2 valor inicial.

A continuacioén se presentan los valores para la primera aproximacion de esta raiz.

L =l ==

Método de Newton 2° orden

Ingreso de d of i
(f(x): 1+2*x-tan(x) xo: | 02 ‘ ’7 Graficar Simular a R

2 e ]
f(xo):| 0.80271
Y N S IS A SRS ST SO 1 | x| 02

Aproximacic
-3.6371

Iteracion Aproximacion 1 Aproximacion 2

1 -1.3066 -3.6371
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METODO DE VON MISES

La férmula de iteracion del método de Newton Raphson de 1° Orden, definido por
f (%)

1 =X calcula aproximaciones a la raiz a través de rectas tangentes, lo

n

que para valores f'(x,) — 0 la recta seria casi paralela al eje X alejando asi las
aproximaciones de la raiz.

Para resolver este problema Von Mises sustituye f'(x,) por f'(x,) ,donde x, es el
valor inicial, obteniendo asi la formula de iteracion:

)
n+1 n f'(XO)

=N el 5
10

3 ¥ --

5 S S S S i
alooocboodid /3 .

A R
ey bl Sobly tlthh

R i T A P

[ R Rl B S i

4.5 5 55 & 8.5

Graficamente la aproximacion es a través de rectas paralelas a la recta tangente en el

valor inicial.
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Ejemplo: Hallar la raiz en la ecuacion cos(sin(x)) + x—3=0.

Solucién.-  Construimos la funcion asociada f (X) = cos(sin(x))+x—3

Consideremos X, = 2 valor inicial.

A continuacién se presentan 8 aproximaciones para esta raiz.

B Hvin: == E =)

Método de Von mises

Ingreso de dat Operaci
’7“*): cos(sin(x)+x3 | xe: 2 ni| 8 ‘ ’7 Graficar | Simular 1 4 b

B S S S S S i f(r): 1.0715e-0(
r | 227613

Iteracion 1 2 3 4
Aproximacion 2.2904 | 2.2748 | 2.2762 | 2.2761
Iteracion 5 6 7 8
Aproximacion 2.2761 | 2.2761 | 2.2761 | 2.2761
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RAICES DE UNA FUNCION POLINOMICA

Proposicion. Sea P(x)=a x"+a_.x"*+...+ax+a,, un polinomio de grado n
n n-1

con coeficientes enteros, b e Z, ceZ, b/c una fraccion irreducible.
Si b/c esunaraizde P, entonces b esunfactorde a, y ¢ esunfactorde a, .

Demostracion.- Por hipétesis b/c es raiz de f, esto es:
a, (b/c)" +a, ,(b/c)"* +...+a,(b/c) +a, =0, multiplicando por c" se obtiene :

ab"+a, b c+..+abc" +a,c" =0...("

Despejando ¢ en (*): c(a _b"*+..+abc"?+a,c"" )=—ab", entonces ¢ esun
factor de a,b" por hipétesis b/c es irreducible, esto significa que ¢ es un factor de

a, , despejando b en (*) :

n

b(ab"*+a, b *c+..+ac"")=-a,c", entonces b es un factor ac" por

hipétesis b/c es irreducible, esto indica que b es un factor de &, .

Ejemplo.- Hallar las raices racionales del polinomio:
P(x) =2x> —17x* +38x—15
Solucién.- Posibles raices:

factor(-15) ,1 1 3 3 5 5 15 15
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Dividiendo:

2 A7 |38 15
112 1 8 15
2 16 |30 0 resto

x=1/2 es unaraiz, ademas 2x? —16x+30=0

Factorizando se obtiene (2x—6)(x—5)=0 , lasraicesson: {1/2,3,5 }.

Ejemplo.- Hallar las raices del polinomio: P(x) = 3x® + 23x* —35x+9
Solucién.- Posibles raices:

factor(9) ,113 39 9

factor(3) 1'3'1'3'1'3

Dividiendo:
3 23 35 |9
113 1 8 -9
3 24 27 0 resto

x =1/3 es una raiz, ademas 3x*+24x—27=0

Factorizando se obtiene (3x—3)(x+9) =0, lasraicesson: {1/3,1,-9}.

Observacién.- En el caso que los coeficientes del polinomio son nimeros racionales
bastard multiplicar al polinomio por el m.cm. de los denominadores

transformandolo en un polinomio con coeficientes enteros.
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3 2

m.c.m(2, 3, 6) =6, multiplicando a P(x) por 6, se obtiene:

Q(X) =2x> +3x* —9x 5.

Teorema fundamental del Algebra

Todo polinomio P(x)=a,x"+a, X" +...+ax+a, degrado n con coeficientes

reales, posee exactamente n raices reales y/o complejas.

Cambio de Signo de una funcion polinémica.

. . _l .
Un polinomio P(x)=a,Xx"+a,,X"" +...+aXx+8a, ordenado, se dice que posee

cambio de signo, si 2 términos consecutivos poseen signos diferentes.

Ejemplo. Sea P(x)=3x’-5x*-6x+7

P posee 2 cambios de signo.
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REGLA DE DESCARTES

Dado un polinomio P(x) =a,x"+a, X" +..+aX+a,

e El nimero de raices reales positivas de P, es igual al nimero de cambios de

signos en P (x) o menor que este nUmero en una cantidad par.

e El numero de raices reales negativas de P, es igual al numero de cambios de

signos en P(—X) 0 menor que este numero en una cantidad par.

Ejemplo.- Sea P(x)=3x>—5x"—x+2

P(x) =3x> —5x* —x+2, posee 2 cambios de signo, entonces P posee 2

raices reales positivas o cero raices positivas.

P(—x) = -3x>—5x* + x+ 2, posee 1 cambio de signo, entonces P posee

solo 1 raiz real negativa.

Por teorema fundamental el dlgebra P posee 3 raices.

Resumen Casol | Casoll
Raices (+) 2 0
Raices ( -) 1 1
Raices complejas 0 2
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Ejemplo: Sea P(x)=x"-3x*-x*+x+5

P(x) = x* —3x*> —x* + x+5, posee 2 cambios de signo, entonces P posee 2

raices reales positivas o cero raices positivas.

P(—x) = x* +3x> —x* —x+5, posee 2 cambios de signo, entonces P posee

2 raices reales negativas o cero raices negativas.

Por teorema fundamental el dlgebra P posee 4 raices.

Resumen Caso | | Caso Il | Caso lll
Raices (+) 2 0 0
Raices (-) 2 2 2
Raices complejas 0 2 4

Proposicion.- Dado un polinomio P(X) = X" +...+a,Xx+a,, las raices reales de P, satisfacen
la relacion.

|a,|+ A
&

Donde A:max‘aj‘, 0<j<n.

Ejemplo: Determinar el intervalo de existencia de las raices del polinomio:
P(x)=3x*> —2x* + x> - 7x—4

Solucion: Tenemos a, =—4, A=7.

[ -4] [3[+7
<|r|<
| —4]+7 3]
<—(ﬂ?ff/7) | Eﬂ'//ffa—v
% it} it} %
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Demostracion de la Proposicion.

n-1
Considerando Zakxk , tenemos

k=0

n-1 n-1
‘Zak SZ‘a X ‘— |a'kHX ‘<AZ‘X ‘— |x|
k=0 k=0

n-1 n-1 ‘
Entonces Zakxk < AZ‘X‘

k=0 k=0
Porotrolado 1+ r+r’+..+r""' = Sl _1,

1-r r-1

Esta serie converge si | r |<1.

Caso a) Si | x|>1
n-1 n-1 X‘ A‘X‘
a x| < AY [ = |
2| S A=A } x
n-1 n
entonces D> axt|< AX .(2)
k=0 ‘X“'l
-1
tenemos que  P(x) =a,x" + > a,X"
k=0
IP(X)|=|a,x" +n§:a X<|> A
B k=0 1 |X|—l
o AN . Al
PO —|X|'—_'1=|an||x| - -
Entonces |P(x)|_| -1 [|a 1X|—[a,|-A]

Acotamos P(x) se debe considerar Han X —|a,|- A] <0
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X
X-1

Dado que: es positivo.

De donde si Han Ix —la,|- A] <0

[aa[x/<[a, |+ A]

Casob)  Probar ——— <[ X|
a

METODO DE VIRGE .VIETA

Sea P(x)=a,x"+a, X" " +...+aX+3,, un polinomio de grado n con coeficientes

reales, r, aproximacion de alguna de las raices reales de P .

Efectuando la division: P(x) entre X =1, se obtiene:

P: an an-1 an2 ... a a a
r r1bn-1 r1bn-2 rib2  ribr ribo
bn-1 bn-2 bn-3 br  bo P(r1) — resto

P(x) = (x=r)Q(x) +P(r)

P(x)—P(r,)
S

Q(x) =
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Aplicando limite a ambos miembros obtenemos:

lim Q(x) = lim -0~ (1)

X7y x> X—T,

Q(rl) =P’ (rl)

Efectuando la division: Q(x) entre X =1, se obtiene:

Q: bn-1 bn-2 b ... b1 bo
r MCn-2 MCn-3 MC1  rco
Cn-2 Cn-3 Cn4 co Qr) — resto

Dado que r, es una aproximacion de la raiz, utilizando el método de Newton se

tiene:

P(r,)
r,=r,——-—-
P'(r,)

Generalizando este resultado se obtiene la férmula de iteracion.

. P(X)

n+1 n Q(Xn)
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Ejemplo.- Determinar una raiz del polinomio:
P(x) =3x*> —2x* + x> - 7x—4

Solucién.- Analizando el polinomio, existe una raiz cercanaa X =2, consideremos

r, =1.5 como la primera aproximacion. Efectuando la division se obtiene:

3 -2 0 1 -7 -4
1.5 4.5 3.75 5.625 9.938 4.407
3 2.5 3.75 6.625 2.938 0.407
1.5 4.5 10.5 21.37 41.98
3 7 14.25 27.99 4491
De donde: r, :1.5—%:1.491
r, =1.4908
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Ejemplo.- Determinar una raiz del polinomio P(x) = x® +2x* —=3x—1

Considerando r, =1 valor inicial.

A continuacién se presentan 8 aproximaciones para esta raiz.

B Hnan:

Método de Virge Vietta

[}

Ingreso de dat
’7"(*): 1231

xo: 1 n g ‘

car

i Simular

3

’7 Grafi

10

B

6

P(r): | -5.56112¢-
r: | 119869

Iteracion 1 2 3 4
Aproximacion 1.25 1.2009 | 1.1987 1.1987
lteracion 5 6 7 8
Aproximacién 1.1987 | 1.1987 | 1.1987 | 1.1987
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RESULTADOS

En la presente monografia denominada Solucion numérica de ecuaciones algebraicas y

trascendentes, se presentan los siguientes resultados:

e El desarrollo tedrico de 7 métodos para la solucién aproximada de raices de

ecuaciones algebraicas y trascendentes.

o El desarrollo tedrico de 1 método para la solucién aproximada de raices de

ecuaciones algebraicas.

e La aplicacion de los diversos métodos a un conjunto de ecuaciones algebraicas y

trascendentes.
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